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一 本 专门 为 程序 员 而 写 的 数学 书 ， 训 练 数学 思维 ， 增 强 职场 竞争 力 

书 中 没有 罗列 星 涩 难 懂 的 数学 公式 和 推导 ， 而 是 代 之 以 生动 有 趣 的 数学 实例 
读者 不 必 精通 高 深 的 数学 知识 ， 只 需要 具备 四 则 运算 和 基本 的 逻辑 思维 即 可 阅读 
通俗 易 懂 ， 风 格 活泼 ， 趣 谈 110 个 实例 ， 并 给 出 了 33 个 具体 的 程序 代码 实现 
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本 书 是 一 本 专门 为 程序 员 而 写 的 数学 书 ， 介 绍 了 程序 设计 中 常用 的 数学 知识 。 本 书 门槛 不 高 ， 不 
需要 读者 精通 很 多 高 深 的 数学 知识 ， 只 需要 读者 具备 基本 的 四 则 运算 、 乘 方 等 数学 基础 知识 和 日 常生 
活 中 的 基本 逻辑 判断 能 力 即 可 。 本 书 拒绝 枯燥 乏味 的 讲解 ， 而 是 代 之 以 轻松 活 泌 的 风格 。 书 中 列举 了 
大 量 读者 都 很 熟悉 ， 而 且 非 常 有 趣 的 数学 实例 ， 并 结合 程序 设计 的 思维 和 算法 加 以 剖析 ， 可 以 训练 读 
者 的 数学 思维 能 力 和 程序 设计 能 力 ， 进 而 拓宽 读者 的 视野 ， 增 强 职场 竞争 力 。 

本 书 共 11 章 ， 分 别 介绍 了 数据 的 表示 、 神 奇 的 素数 、 递 归 、 排 列 组 合 、 用 余数 进行 数据 分 组 、 概 
率 、 复 利 、 数 理 罗 辑 、 推 理 、 几 何 图 形 构造 、 统 筹 规划 等 程序 设计 中 常用 的 数学 知识 ， 从 而 引导 读者 
深入 理解 编程 中 的 数学 方法 和 思路 。 
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也 有 很 好 的 参考 价值 。 
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数学 在 人 类 文明 的 发 展 过 程 中 起 着 非常 重要 的 作用 。 数 学 推动 了 重大 的 科学 技术 进 
步 。 从 远古 的 “ 结 绳 记事 ” 到 现代 计算 机 技术 的 快速 发 展 ， 都 与 数学 这 门 学 科 的 发 展 密 
不 可 分 。 

无 论 是 日 常生 活 中 简单 的 商品 交易 计算 ， 还 是 神舟 飞船 设计 中 复杂 的 计算 ， 都 离 不 
开 数 学 。 生 活 即 数学 。 没 有 二 进 制 ， 就 不 会 有 现在 的 计算 机 ; 没有 几何 学 ， 就 没有 现在 
的 高 楼 大 厦 ……。 

对 于 程序 员 来 说 更 需要 知道 ,数学 是 计算 机 科学 的 基础 。 在 我 国 ， 绝 大 部 分 大 学 的 
计算 机 科学 系 都 是 从 数学 系 中 分 出 来 的 。 由 此 也 可 以 看 出 ， 计 算 机 科学 与 数学 的 关系 非 
常 紧密 。 

数学 是 一 门 化 繁 为 简 的 学 科 。 通 过 数学 ， 可 以 对 现实 生活 中 的 很 多 不 同事 物 进行 高 
度 抽 象 ， 从 而 能 找 出 不 同事 物 的 共性 。 不 过 ， 由 于 数学 的 这 种 高 度 抽 象 ， 又 使 数学 变 得 
很 难 学 。 特 别 是 一 些 复杂 的 公式 推导 ， 看 起 来 就 头痛 。 

本 书面 向 程序 员 介绍 了 程序 设计 中 常用 的 数学 基础 知识 。 通 过 阅读 本 书 ， 可 以 训练 
程序 员 的 数学 思维 能 力 和 程序 设计 能 力 ， 进 而 拓宽 视野 ， 增 强 职场 竞争 力 。 


本 书 特点 


口 简单 易 懂 ”用 通俗 易 懂 的 语言 讲解 知识 点 ， 尽 量 避 人 免 复 杂 的 公式 推导 过 程 ， 让 
读者 能 够 轻松 阅读 并 掌握 相关 的 数学 知识 。 

口 门槛 很 低 ”阅读 本 书 的 读者 不 需要 精通 很 多 高 深 的 数学 知识 ， 只 需要 具备 基本 
的 四 则 运算 、 乘 方 等 数学 基础 知识 和 日 常生 活 中 的 基本 旭 辑 判断 能 力 即 可 。 

口 生动 有 趣 ”本 书 拒绝 枯燥 乏味 的 讲解 ， 而 是 代 之 以 轻松 活泼 的 风格 ， 讲 解 时 列 
举 了 大 量 我 们 都 很 熟悉 ， 而 且 非 常 有 趣 的 数学 实例 。 

口 内 容 丰 富 ， 本 书 从 最 简单 的 数据 的 表示 开始 ， 对 素数 、 递 归 、 排 列 组 合 、 罗 辑 
推理 、 几 何 构造 、 统 筹 规划 等 方面 都 会 逐一 介绍 ， 涵 盖 了 程序 员 需 要 掌握 的 数 
学 知识 。 

口 图 文 并 茂 ”讲解 每 个 知识 点 和 实例 时 ， 都 给 出 了 简单 易 懂 的 图 示 和 必要 分 析 ， 
让 读者 理解 起 来 清晰 明了 ， 没 有 任何 障碍 ， 也 让 读者 感觉 到 学 习 数学 并 不 困难 。 
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本 书 内 容 概述 


第 1 章 通过 一 则 童话 故事 导入 了 数据 大 小 的 知识 , 然后 逐步 介绍 了 十 进 制 、 二 进 制 、 
八进制 、 十 六 进 制 以 及 其 他 常用 进 制 的 知识 ， 还 介绍 了 不 同 进 制 的 转换 方法 。 

第 2 章 从 素数 的 判断 开始 ， 逐 步 介绍 了 与 素数 相关 的 数学 知识 ， 包 括 挛 生 素数 、 梅 
森 素数 、 哥 德 巴赫 猜想 、RSA 的 应 用 等 内 容 。 

第 3 章 介 绍 递归 这 种 自己 调用 自己 的 方法 ， 通 过 阶乘 、 汉 诺 塔 、 斐 波 那 契 数 列 等 经 
典 实 例 ， 练 习 从 复杂 事物 中 发 现 递归 结构 的 方法 。 

第 4 章 的 主题 是 排列 组 合 ， 从 乘法 原理 、 加 法 原理 入 手 ， 介 绍 了 排列 与 组 合 的 概念 
和 关系 ， 并 研究 了 计算 机 中 的 字符 编码 、 密 码 长 度 等 相关 内 容 。 

第 5 章 讨论 余数 。 主 要 介绍 使 用 余数 对 数据 进行 分 组 ， 如 日 历 、 一 些小 魔术 都 是 通 
过 余数 分 组 的 规则 进行 的 ;本 章 还 讨论 了 计算 机 中 的 奇偶 校 验 及 两 个 有 趣 的 问题 〈 座 位 
安排 和 智 披 分 牛 ) 。 

第 6 章 介 绍 概率 的 相关 知识 ， 首 先 从 两 个 常见 的 事例 导入 概率 的 概念 ， 接 着 从 军事 
故事 、 赌 场 游戏 、 中 奖 概率 等 方面 介绍 了 概率 的 实际 应 用 。 

第 7 章 学 习 翻 番 的 知识 。 首 先 介绍 翻番 和 翻 倍 的 概念 、 计 算 方 式 。 接 着 进一步 通过 
复 利 的 威力 、 对 折纸 张 、 舍 罕 王 的 赏赐 等 实例 ， 展 示 了 翻番 这 个 令 数 据 快速 增长 的 数学 
概念 。 最 后 还 介绍 翻番 的 逆 运 算 一 一 折 半 的 应 用 。 

第 8 章 学 习 数 理 逻 辑 的 相关 知识 ， 介 绍 了 风 辑 、 命 题 逻 辑 、 布 尔 逻 辑 、 风 辑 的 重 有 悉 
与 遗漏 等 概念 ， 最 后 介绍 了 通过 卡 诺 图 化 简 逻 辑 表达 式 的 方法 。 

第 9 章 则 在 第 8 章 的 基础 上 进一步 讨论 了 四 辑 推理 ， 包 括 演绎 推理 中 的 三 段 论 、 选 
言 推理 、 假 言 推理 、 关 系 推理 ， 以 及 归纳 推理 中 的 完全 归纳 推理 和 不 完全 归纳 推理 。 

第 10 章 介绍 了 几何 图 形 构造 的 基础 知识 ， 从 花 盆 摆 放 、 残 缺 棋盘 、 丢 失 的 线条 等 
有 趣 实例 ， 初 步 了 解 几何 图 形 构造 ， 最 后 还 介绍 了 几何 图 形 的 分 割 与 拼接 。 

第 11 章 讨论 统筹 规划 相关 知识 ， 首 先 从 田 忌 赛马 这 个 古老 故事 中 看 出 统筹 规划 的 
重要 性 ， 然 后 通过 生活 中 的 两 个 简单 例子 认识 统筹 规划 ， 最 后 还 讨论 了 “背包 问题 ”及 
其 程序 设计 方法 。 


本 书 读者 对 象 


本 书 可 适用 以 下 各 类 人 员 阅 读 : 
口 计算 机 专业 的 学 生 ; 

口 数学 专业 的 学 生 ; 

口 程序 设计 人 员 ; 

口 数学 爱好 者 ; 


前 言 


口 编程 爱好 者 。 
本 书 作者 


本 书 由 周颖 主笔 编写 。 其 他 参与 编写 的 人 员 有 韩 先 锋 、 何 艳 芬 、 李 荣 亮 、 刘 德 环 、 
孙 姗 姗 、 王 晓 燕 、 杨 平 、 杨 艳 艳 、 袁 玉 健 、 张 锐 、 张 翔 、 陈 明 、 邓 赛 、 巩 民 顺 、 吉 燕 、 
水 夭 、 宗 志 勇 、 安 静 、 曹 方 、 曾 苗 苗 、 陈 超 。 

编写 本 书 的 过 程 中 ， 虽 然 编者 竭尽 全 力 ， 不 敢 有 丝毫 琉 忽 ， 但 恐 百 密 一 巩 ， 书 中 仍 
难免 存在 不 足 之 处 ， 望 广大 读者 批评 指正 。 
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第 1 章 数据 的 表示 


数学 古称 算 学 , 是 中 国 古 代 科 学 中 一 门 重要 的 学 科 。 根据 中 国 古代 数学 发 展 的 特点 ， 
可 以 分 为 5 个 时 期 ， 分 别 是 萌芽 、 体 系 的 形成 、 发 展 、 繁 荣 和 中 西方 数学 的 融合 。 
在 数学 的 不 同 发 展 阶 段 , 对 于 数据 的 表示 都 有 一 些 不 同 的 形式 。 从 远古 的 结 绳 记 数 ， 
到 现在 用 计算 机 等 现代 科技 设计 记 数 ， 数 的 表示 形式 也 在 逐步 演化 。 

本 章 主要 介绍 数据 的 各 种 表示 形式 ， 包 括 各 种 进 制 及 进 制 之 问 的 转换 。 


1.1 一 则 童话 


根据 我 们 所 学 的 知识 可 知道 ， 数 据 通常 是 用 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9 这 些 
数 来 表示 ， 由 这 些 数 的 不 同 组 合 表示 现实 生活 中 各 种 各 样 的 数据 。 首 先 来 看 这 个 数列 中 
的 前 两 个 数 : 0 和 1， 从 通常 意义 来 说 ，0 就 是 什么 也 没有 ， 真 的 是 这 样 吗 ? 对 程度 员 来 
说 不 应 该 这 样 理解 。 

先 来 看 这 样 一 个 问题 ，0 和 1 谁 大 ? 


0>1? 0 人 1 


1.1.1 0 和 1 的 故事 


在 数学 王国 里 ， 胖 子 0 与 瘦 子 1 常常 为 了 谁 大 而 争执 不 休 。 瞧 ! 今天 ， 这 两 个 小 宛 
家 狭路相逢 ， 彼 此 之 间 又 展开 了 一 场 舌战 。 

瘦 子 1 抢先 发 言 :“ 哼 ! 胖 胖 的 0， 你 有 什么 了 不 起 ? 就 像 100， 如 果 没 有 我 这 个 瘦 
子 1， 你 这 两 个 胖 0 有 什么 用 ? ” 

胖子 0 不 服气 了 :“ 你 也 看 在 我 面前 要 威风 ， 想 想 看 ， 要 是 没有 我 ， 你 就 只 是 一 个 
光 杆 呢 ? ” 

“ 哟 1”1 不甘 示弱 ,“ 你 再 神气 也 不 过 是 表示 什么 也 没有 ， 看 ! 1 十 0 还 不 等 于 我 本 
身 ， 你 哪 点 儿 派 得 上 用 场 啦 ? ” 

“去 ! 1X0 结果 也 还 不 是 我 ， 你 1 不 也 同样 没 用 !”0 针锋相对 。 

“你 ……”1 顿 了 顿 ， 随 机 应 变 道 ,“ 不 管 怎么 说 ， 你 0 就 是 表示 什么 也 没有 !” 
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“这 就 是 你 见识 少 了 。 ”0 不 慌 不 忙 地 说 ,“ 你 看 ， 上 日 常生 活 中 ， 气 温 0 度 ， 难 道 是 没 
有 温度 吗 ? 再 比如 ， 直 尺 上 没有 我 作为 起 点 ， 哪 有 你 1 呢 ?” 

“再 怎么 比 ， 我 始终 比 你 大 。”1 信心 十 足 地 说 。 

听 了 这 话 ，0 更 显得 理直气壮 地 说 :“ 嘿 嘿 ， 你 的 大 小 还 得 我 说 了 算 ， 我 站 你 左边 ， 
你 就 成 0.1, 我 站 你 右边 你 就 是 10。 怎么 样 ? 我 可 让 你 放大 10 倍 , 也 可 让 你 缩小 10 倍 !” 


0.| 10 
SS 


眼看 着 胖子 0 与 瘦 子 1 争 得 脸红 耳 赤 ， 谁 也 不 让 谁 ， 一 旁观 战 的 其 他 数字 们 都 十 分 


着 急 。 
这 时 ，9 灵机 一 动 ， 上 前 做 了 个 暂停 的 手势 :“ 你 俩 都 别 争 了 ， 瞧 你 们 ，1、0 有 哪个 
数 比 我 大 ? ” 


“这 ……” 胖 子 0、 瘦 子 1 哑 口 无 言 。 
这 时 ，9 才 心 平 气 和 地 说 :“1、0， 其 实 ， 只 要 你 们 站 在 一 块 ， 不 就 比 我 大 了 吗 ? ” 
1、0 面 面 相 凯 ， 半 罗 才 摄 援 头 笑 了 。 这 才 对 嘛 ! 把 自己 的 位 置 放 正 ， 就 能 起 到 应 
有 的 作用 ”。9 语重心长 地 说 。 
从 以 上 故事 可 看 出 以 下 两 点 : 
口 0 并 不 表示 什么 都 没有 。 
口 数 的 大 小 与 所 处 的 位 置 有 关系 。 
下 面 就 来 讨论 这 两 个 问题 。 


1.1.2 0 是 什么 都 没有 ? 


通常 意义 上 ，0 表示 “没有 ”的 意思 。 例 如 ,“2012 年 过 去 了 ， 可 我 的 收获 为 零 !” 
这 就 表示 在 2012 年 没有 收获 。 

但 是 ，0 真 表示 什么 都 没有 吗 ? 

其 实 ，0 不 仅 表示 什么 都 没有 ， 它 还 有 更 丰富 的 内 涵 。 例 如 ，0 度 并 不 是 没有 温度 ， 
而 是 表示 温度 为 0 度 ， 比 零下 1 度 高 ， 比 1 度 低 ， 如 图 1-1 所 示 。 


0C 不 旺 没 有 温度 一 


图 1-1 
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在 日 常生 活 的 常用 语 中 ， 也 有 很 多 用 0 来 表示 的 ， 如 “很 多 女孩 子 都 喜欢 吃 零食 ”， 
这 里 的 “零食 ”并 不 是 表示 没有 “ 食 ”， 如 图 1-2 所 示 。 


“为 了 增加 收入 , 改善 生活 , 很 多 程序 员 在 业余 时 间 都 会 接点 零 活 来 做 。” 这 里 的 “ 堆 
活 ”并 不 是 没有 “ 活 ”。 
其 实 ， 在 数学 上 ，0 也 并 不 是 表示 没有 。 例 如 ，8 和 8.0 相等 吗 ? 其 含义 相同 吗 ? 


8 关 8.0 


看 起 来 在 小 数 点 后 添加 一 个 0 是 没有 意义 的 ， 不 过 ， 其 含义 实际 是 不 相同 的 。 在 近 
似 数 表示 中 ， 数 字 8 表示 数据 只 精确 到 个 位 ， 如 7.9、8.2 等 数 精确 到 个 位 都 表示 为 8。 
而 8.0 表示 数据 精确 到 十 分 位 ， 如 8.02、7.99 等 数 精确 到 十 分 位 都 表示 为 8.0。 所 以 ， 从 
这 个 角度 来 看 ，8 和 8.0 是 不 相等 的 。 


1.1.3 0 的 位 置 
从 “0 和 1 的 故事 ”可 看 出 ， 当 0 所 处 的 位 置 不 同时 ， 其 含义 也 不 一 样 。 如 前 面 说 
的 8 和 8.0， 当 把 0 放 在 小 数 点 后 面 时 ， 从 绝对 值 方面 来 看 ， 两 个 数 是 相等 的 , 但 从 近似 


数 来 看 ， 小 数 点 后 多 了 一 个 0， 其 表示 的 含义 也 就 不 一 样 了 。 
那么 ， 在 小 数 点 左 侧 添加 0 呢 ? 如 果 在 数 的 最 左 侧 添加 0， 无 论 添加 多 少 个 0， 数 


8=08 80=080 


但 是 ， 如 果 在 数 的 中 间 插 入 0， 数 的 位 置 与 数 的 大 小 关系 就 很 明显 了 ， 如 在 18 的 中 
间 插入 一 个 0， 得 到 的 是 108， 很 明显 ， 其 大 小 差别 很 大 。 
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18 和 108 


对 于 18， 表 示 十 位 为 1， 个 位 为 8， 也 就 是 说 ， 表 示 18 这 个 数 有 1 个 10，8 个 1。 
而 108， 表 示 百 位 为 1， 十 位 为 0， 个 位 为 8， 即 表示 有 1 个 100, 0 个 10，8 个 1， 这 时 
的 0 是 一 个 占 位 符 ， 把 1 从 十 位 挤 到 百 位 。 

而 如 果 在 紧邻 小 数 点 的 左 侧 添加 0， 则 数据 会 扩大 10 倍 。 


4.0 一 一 一 


p01 个 0 大 1 信 
1.1.4 程序 中 的 0 


在 电子 技术 中 ，0 一 般 表示 低 电 平 ，1 为 高 电 平 。 在 逻辑 计算 中 ，0 一 般 表 示 录 和 辑 假 
(False)，1 为 逻辑 真 (True)。 在 数值 运算 中 ，0 与 平常 数学 中 0 的 含义 相同 。 
在 程序 中 ， 数 据 0 有 什么 含义 呢 ? 
1. 未 赋值 的 变量 为 0? 
在 不 同 的 程序 设计 语言 中 ， 对 于 未 赋值 变量 的 处 理 不 一 样 。 
对 于 Basic 类 的 程序 语言 ， 如 QB (Quick Basic， 简 称 QB)、VB (Visual Basic， 简 
称 VB)， 如 果 数 值 型 变量 未 赋 初 值 ， 则 其 初始 值 为 0。 例如 ， 有 以 下 VB 程序 代码 : 
Private Sub Test 
Dim i As Integer 
MsgBox "变量 i=" & i，，" 变 量 初始 值 " 
End Sub 
在 以 上 VB 代码 中 , 声明 了 变量 i, 但 未 对 其 进行 赋值 。 虽然 未 进行 变量 赋值 初始 化 ， 
但 VB 编译 器 会 自动 将 这 类 数值 型 变量 初始 化 为 0。 因 此 ， 执行 以 上 代码 将 显示 如 图 1-3 
所 示 的 对 话 框 。 
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对 程序 员 来 说 ，VB 对 变量 进行 初始 化 的 方式 很 讨 人 喜欢 ， 变 量 声明 后 就 可 以 使 用 。 
但 是 ， 在 .Net Framework 中 ， 其 处 理 方式 又 不 相同 ， 例 如 ， 以 下 是 VB.NET 中 的 代码: 
Private Sub Button1_ Click(sender As System.Object，e As System.EventRrgs) 
Handles Button1l.C1Lick 
Dim i 
MsgBox ("变量 i=" & i，，" 变 量 初始 值 ") 
End Sub 
以 上 代码 并 不 会 出 错 ， 但 运行 后 得 到 的 结果 如 图 1-4 所 示 。 从 这 个 结果 可 看 出 ， 在 
VB.NET 中 ， 如 果 变 量 使 用 之 前 未 进行 初始 化 ， 这 时 其 值 为 空 〈 并 不 为 0)。 


其 实 ， 在 Visual Studio 开发 环境 中 仔细 观察 代码 ， 可 看 到 在 MsgBox 函数 中 的 变量 
i 下 方 有 一 个 波浪 线 ， 将 鼠标 指针 指向 变量 i， 可 看 到 如 图 1-5 所 示 的 提示 信息 ， 提 示 变 
量 i 在 赋值 前 被 使 用 。 


Private Sub Buttonl_Click (sender As System.0bject，e as System.Eventargs) _ 
Handles Buttonl.Click 
Dim i 


MsgBox ("变量 i=”& i，, “变量 初 始 值 “) 


End Sub 1 | 


图 1-5 


对 于 C 语言 系列 的 程序 设计 语言 (如 C、C++、C# 等 )， 程 序 员 就 没 那 么 幸运 了 ， 
未 初始 化 的 变量 编译 器 并 不 会 将 其 初始 化 为 0， 而 且 不 同 编译 系统 可 能 会 采用 不 同 的 处 
理 方式 。 例 如 ， 有 如 下 的 C# 程 序 : 


Private void buttonl Click(object sender, EventArgs e) 
{ 

ne 再 

MessageBox.Show (string.Format ("变量 i={0}"，i)， "变量 初始 值 ") ; 
} 


以 上 的 C# 程 序 是 没 办 法 编译 通过 的 。 在 Visual Studio 开发 环境 中 可 以 看 到 变量 i 下 
方 有 一 条 波浪 线 ， 将 鼠标 指针 移 到 变量 i 上 ， 可 看 到 如 图 1-6 所 示 的 错误 提示 信息 ， 提 


5 。 
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示 使 用 了 未 赋值 的 局 部 变量 i。 


private void buttonl_Click(object sender，Evertargs e) 


int i; 

JiessageHox. Show(string.Format ("变量 i={0}"，7), “变量 初 蚂 值 "):; 
(局 部 变量 ) int i 
错误 : 


使 用 了 未 对 信 的 局 部 过 且 


图 1-6 


要 想得到 如 图 1-3 所 示 的 对 话 框 ， 在 C# 中 必须 将 变量 i 进行 初始 化 ， 给 变量 赋值 为 
0， 修 改 后 的 代码 如 下 : 


private void button1 Click(object sender, EventArgs e) 


int i=0; 
MessageBox.Show (string.Format ("变量 i={0}"，i)，" 变 量 初始 值 ") ; 
} 


而 在 Dev-CPP 环境 中 编写 以 下 C 语言 程序 : 


int main() 
{ 
dn 
printf ("变量 i=%d", i); 
getch(); 
return 0; 


i 


编译 时 不 会 提示 错误 ， 运 行 时 则 将 显示 类 似 图 1-7 所 示 的 结果 。 


和 一 
| CADev-Cpp\user\1-L.exe Pa > 
量 i=1976933948。 


图 1-7 


虽然 在 程序 中 没有 初始 化 变量 i， 但 变量 i 却 有 一 个 值 (图 1-7 中 显示 的 是 
1976933940， 下 次 运行 该 程序 时 可 能 又 是 另 一 个 值 )， 这 是 为 什么 呢 ? 原 来 ， 在 ANSIC 
中 定义 变量 时 ,编译 器 将 给 该 变量 分 配 内 存 ， 但 并 不 会 将 分 配 的 内 存 初 始 化 为 0。 这 样 ， 
原来 该 内 存 区 域 中 保存 的 是 什么 值 ， 新 指定 的 变量 也 就 具有 了 什么 值 。 在 图 1-7 所 示 结 
果 中 ， 给 变量 i 分 配 的 内 存 中 的 值 正好 为 1976933940， 所 以 变量 i 也 就 具有 了 这 个 值 。 
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2. 数值 0 的 类 型 转换 


程序 中 经 常会 用 到 数据 类 型 的 转换 ， 如 将 数值 类 型 转换 为 字符 串 类 型 、 将 数值 类 型 
将 数值 0 转换 为 字符 串 0， 这 种 转换 很 好 理解 ， 其 显示 的 内 容 都 是 相同 的 0， 只 有 
在 进行 数值 运算 时 才能 体现 出 不 同 。 
数值 0 转换 为 布尔 类 型 是 什么 值 呢 ? 
在 ANSIC 中 没有 专门 设置 布尔 类 型 , 在 进行 逻辑 运算 时 , 将 0 值 作 为 布尔 值 False， 
将 非 0 值 作为 布尔 值 True。 
在 C# 中 ， 定 义 了 Boolean 类 型 ， 数 值 0 转换 为 Boolean 类 型 时 得 到 的 结果 为 False， 
非 0 值 转换 为 Boolean 类 型 时 得 到 的 结果 为 True。 


3 除 以 0 异常 


我 们 在 小 学 就 学 过 : 0 可 以 做 被 除数 ， 但 不 可 以 做 除数 。 在 程序 中 ， 当 除数 为 0 时 ， 
将 出 现 异 常 。 例 如 ， 有 以 下 C 代码 : 


int main() 


int Dividend, Divisor,Result; 

Dividend = 8; 

Divisor = 0; 

Result = Dividend / Divisor; 

printf ("%d/%d=%d", Dividend,Divisor,Result ); 
getch(); 

return 0; 


} 
当 执行 以 上 代码 时 ， 由 于 除数 Divisor 为 0， 将 产生 一 个 严重 的 错误 ， 导 臻 程序 不 能 
继续 运行 ， 如 图 1-8 所 示 。 


WW 1-2.exe 


四 引 1-2.exe 已 停止 工作 
出 现 了 一 个 问题 导致 程序 停止 正常 工作 。 请 关闭 该 得 
序 。 


?3 关闭 程序 


图 1-8 


在 程序 执行 中 如 果 遇 到 这 种 异常 ， 将 导致 程序 中 断 ， 但 这 不 是 我 们 所 希望 的 。 一 个 
好 的 程序 员 应 该 考虑 并 处 理 程序 中 可 能 发 生 的 各 种 异常 ， 并 捕获 这 些 异 常 ， 然 后 给 用 户 
显示 出 一 个 友好 的 错误 提示 信息 。 不 过 ,ANSI C 中 并 没有 提供 异常 捕获 机 制 ,因此 需要 
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程序 员 根 据 程序 执行 过 程 ， 主 动 去 判断 除数 ， 以 避免 产生 这 种 严重 异常 。 


上 代码 修改 为 以 下 形式 : 


int main() 
int Dividend, Divisor,Result; 
Dividend = 8; 
Divisor = 0; 
if (Divisor==0){ 
printf ("除数 不 能 为 0! "); 
jelsef 
Result = Dividend / Divisor; 
printf ("%d/%d=%d",Dividend,Divisor,Result ); 
} 
getch(); 
return 0; 


} 


编译 执行 以 上 程序 ， 将 得 到 如 图 1-9 所 示 的 结果 ， 提 示 了 “除数 不 和 
并 没有 进入 严重 异常 状态 。 


a C\Dev-Cpp\user\l-2.exe 
数 个 能 为 1 


进行 处 理 。 
1.2 司空见惯 的 十 进 制 数 


有 没有 想 过 ， 为 什么 6+8=14? 


人 


从 小 就 这 样 学 的 呐 ! 


例如 ， 


EE 为 01”， 


对 ， 我 们 小 学 就 开始 学 “着 十 进 一 ， 借 一 当 十 ” 觉得 很 自然 。 这 就 是 司空 


十 进 制 计数 法 。 


可 将 以 


程序 


E 见 惯 的 
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1.2.1 远古 的 结 绳 记事 


远古 时 期 ， 人 类 文明 还 没有 得 到 发 展 ， 但 是 ,“ 数 学 ” 却 先 于 语言 、 文 字 而 产生 。 
这 是 因为 人 们 在 生活 中 用 到 数学 的 地 方 很 多 。 例 如 ， 每 个 人 捕获 猎物 的 数量 ， 应 该 怎么 
表示 呢 ? 首先 想到 的 是 双手 10 个 手指 。 天 长 日 入 ， 人 类 在 大 自然 的 生存 过 程 中 , 积累 了 
更 多 的 生存 经 验 。 随 着 人 类 征服 自然 、 适 应 自然 的 能 力 逐 步 提高 ， 捕 获 或 养殖 的 动物 数 
量 也 逐步 增加 ， 此 时 靠 双手 的 十 个 手指 来 计数 就 不 够 了 。 从 史料 来 看 ， 此 时 人 类 进一步 
的 做 法 是 排 石子 、 划 道道 等 。 此 时 ， 数 数 还 不 会 ， 计 算 更 是 谈 不 上 。 

在 我 国民 间 有 一 种 传说 ， 认 为 伏 义 氏 始 创 了 结 绳 记事 的 方法 。 结 绳 记事 ， 是 在 绳子 
上 打 一 个 结 来 表示 一 个 数 ， 如 图 1-10 所 示 ,“ 事 大 大 其 绳 ， 事 小 小 其 绳 ， 结 之 多 少 ， 随 
物 众 赛 ” 这 在 当时 所 起 的 作用 是 非常 大 的 。 

随 着 人 类 文明 的 进步 ， 人 类 将 一 只 羊 、 两 只 羊 、 三 只 羊 …… 这 些 具体 的 概念 抽象 化 ， 
得 到 了 数字 1、2、3……， 只 是 当时 的 表现 方式 有 所 不 同 ， 如 图 1-11 所 示 。 从 图 中 可 看 
到 ,巴比伦 数字 类 似 于 按 数 量 摆 放 石子 ， 而 中 国 数字 类 似 于 画 痕 ， 罗 马 数字 进一步 抽象 ， 
用 V 表 示 数 字 5S， 如 果 在 其 左 侧 有 一 竖 ， 表 示 为 4 (=5-1)， 若 在 其 右 侧 有 一 竖 ， 表 示 为 
6 (=5+1)， 右 侧 有 两 竖 ， 表 示 为 7 (=5+2)， 依 次 类 推 。 在 罗马 数字 中 用 X 表 示 10， 根 
据 其 左 侧 或 右 侧 的 竖 线 数量 来 表示 低 于 10 或 大 于 10 的 数 。 现 在 罗马 数字 仍 在 很 多 地 方 
使 用 。 


全 
侈 
图 1-10 
e 5 伦 数 宁 : 证 
中 国 数字 :| 放下 TW 


对 : IHNY VW Ww 
阿拉 伯 数 他: 1 7213 454787 
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阿拉 伯 数 字 则 是 现今 国际 通用 的 数字 , 最 初 由 印度 人 发 明 , 后 由 阿拉 伯 人 传 向 欧洲 ， 
之 后 再 经 欧洲 人 将 其 现代 化 。 正 因 阿 拉 伯 人 的 传播 ， 成 为 该 种 数字 最 终 被 国际 通用 的 关 
键 点 ， 所 以 人 们 称 其 为 “阿拉 伯 数 字 ”。 阿 拉 伯 数 字 由 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9 
共 10 个 计数 符号 组 成 。 采取 位 值 法 ,高 位 在 左 ， 低 位 在 右 ， 从 左 往 右 书写 。 借 助 一 些 简 
单 的 数学 符号 〈 小 数 点 、 负 号 等 )， 这 个 系统 可 以 明确 地 表示 所 有 的 有 理 数 。 为 了 表示 极 
大 或 极 小 的 数字 ， 人 们 在 阿拉 伯 数 字 的 基础 上 还 创造 了 科学 记 数 法 。 


1.2.2 ”什么 是 十 进 制 计数 


正如 本 节 开 始 时 所 说 ， 十 进 制 计数 法 是 我 们 司空 见 惯 的 ， 从 小 学 习 的 就 是 十 进 制 。 
那么 ， 什 么 是 十 进 制 计 数 ? 
十 进 制 数 基于 位 进 制 和 十 进位 两 条 原则 ， 即 所 有 的 数字 都 用 10 个 基本 的 数字 表示 ， 
满 10 进 1， 同 时 同一 个 数字 在 不 同位 置 上 所 表示 的 数值 大 小 不 同 ， 因 此 数字 的 位 置 非常 


十 进 制 的 基本 数字 是 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9。 要 表示 这 10 个 数字 的 10 倍 ， 
就 将 这 些 数字 左 移 一 位 ， 右 侧 用 0 补 上 空位 ， 即 可 得 到 10、20、30、…90 (0 的 10 倍 还 
是 0)， 如 图 1-12 所 示 。 若 要 继续 扩大 10 倍 来 表示 数字 ， 就 继续 左 移 数字 的 位 置 ， 然 后 
在 右 侧 用 0 补 上 空位 ， 即 100、200、300…。 


左 移 / 位 ， 右 侧 深 加 


图 1-12 
要 表示 一 个 数 的 十 分 之 一 ， 百 分 之 一 ， 千 分 之 一 ， 就 将 数字 向 右 移 ， 在 左 侧 ( 小 数 
点 右 侧 ) 补 上 0， 即 可 得 到 十 分 位 《0.1)、 百 分 位 (0.01)、 千 分 位 (0.001)， 如 图 1-13 
所 示 。 


1 2 3 和 4 b 了 8 和 


右 移 ! 位 ， 左 侧 添 加 0 
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1.2.3 ”为 哈 人 类 习惯 十 进 制 


为 什么 我 们 从 小 学 习 的 就 是 十 进 制 ， 而 不 是 更 简单 的 二 进 制 ? 
首先 ， 看 看 我 们 的 双手 ， 我 们 有 10 根 手 指 ， 如 图 1-14 所 示 。 从 人 类 最 初 计 数 时 起 ， 
首先 想到 的 就 是 用 双手 的 手指 来 计数 , 数 满 10 个 数 再 增加 一 双手 ,这 样 就 产生 了 十 进 制 。 


图 1-14 


另 一 个 很 重要 的 方面 , 就 是 习惯 。 我们 从 小 接受 的 教育 就 是 使 用 十 进 制 数 进行 计算 ， 
因此 习惯 了 十 进 制 数 的 运算 。 

二 进 制 的 运算 规则 比 十 进 制 简单 ， 为 什么 不 使 用 二 进 制 呢 ? 这 是 因为 二 进 制 的 运算 
规则 虽然 简单 ,但 是 要 表示 一 个 较 大 的 数据 时 , 需要 用 很 长 一 串 数据 , 如 十 进 制 的 50000 
写成 二 进 制 为 1100 0011 0101 0000， 一 共 需 要 16 位 ， 谁 一 眼 能 看 出 该 数据 的 大 小 ? 


(50000) ,= (1100 O01 0101 0000), 


如 果 我 们 一 直 使 用 二 进 制 ， 可 能 对 二 进 制 表示 的 数 也 能 方便 地 识别 出 来 ， 但 是 和 十 
进 制 相 比 可 以 看 出 ， 十 进 制 数 比 二 进 制 数 更 简洁 ， 更 易 识别 。 
而 比 十 进 制 更 大 的 进 制 ( 如 十 六 进 制 )， 其 运算 规则 复杂 ， 更 难以 使 用 。 
因此 ， 在 日 常生 活 中 是 以 十 进 制 数 为 主 。 


1.2.4 ”十进制 运算 规则 


十 进 制 数 的 常用 运算 包括 加 、 减 、 乘 、 除 这 4 种 ， 也 称 为 四 则 运算 。 在 初等 数学 中 ， 
当 一 级 运算 〈 加 、 减 )》 和 二 级 运算 〈 乘 、 除 ) 同时 出 现在 一 个 算式 中 时 ， 它 们 的 运算 顺 
序 是 先 乘除 ， 后 加 减 。 要 改变 这 种 运算 规则 ， 则 需要 通过 括号 ， 因 为 四 则 混合 运算 中 ， 
总 是 先 计算 括号 内 ， 然 后 再 计算 括号 外 。 同 一 级 运算 顺序 则 是 按 从 左 到 右 的 顺序 进行 。 
在 加 、 减 、 乘 、 除 这 4 种 运算 中 ， 加 、 减 法 互 为 逆 运 算 ， 乘 、 除 法 互 为 逆 运 算 ， 而 
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乘法 是 加 法 的 简便 运算 ， 如 图 1-15 所 示 


OD 法 一 E2sst 。 革 法 
简便 运算 


采 法 马力 让 运算 除 


图 1-15 
1. 加 法 
加 法 运算 是 把 两 个 数 合并 成 一 个 数 的 运算 , 可 以 将 整数 、 小 数 、 分 数 进行 合并 运算 。 
在 加 法 运算 中 ,首先 应 当 将 相 加 的 数 从 个 位 开始 按 位 对 齐 , 然后 从 个 位 开始 (从 右 向 左 ) 
系 位 相 加 。 加 法 运算 时 ， 两 数 (或 多 数 ) 相 加 的 和 超过 10 时 就 向 前 一 位 进位 ， 这 种 规则 
称 为 “着 10 进 1”， 如 图 1-16 所 示 。 
2. 减法 
减法 运算 是 已 知 两 个 加 数 的 和 与 其 中 一 个 加 数 ， 求 另 一 个 加 数 的 运算 。 在 减法 运算 
中 ， 首 先 应 当 将 相 减 的 数 从 个 位 开始 按 位 对 齐 ， 淮 后 从 中 位 开 如 逐 位 相 减 。 如 果 对 应 位 
上 被 减 数 小 于 减 数 时 ， 需 向 被 减 数 前 一 位 进行 借 位 ， 借 1 当 10， 再 和 本 位 的 数 相 加 ， 得 
到 一 个 超过 10 的 数 ， 再 用 这 个 数 与 减 数 进行 运算 即 可 如 图 1-17 所 示 
12345 
+ 345 


4 一 i 条 0 渤 1 
12290 


图 1-16 


由 .| 
123 入 一作 '3" 


- 456b 
11887? 


图 1-17 
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3. 乘法 


乘法 运算 是 求 儿 个 相同 加 数 的 和 的 简便 运算 。 乘 法 运算 比 加、 减法 更 复杂 ， 不 过 ， 


对 于 十 进 制 数 的 乘法 运算 来 说 ， 只 需要 背 熟 九 九 乘法 表 ， 并 按 此 规则 逐 位 相 乘 ， 然 后 再 
将 各 位 乘积 进行 累加 ， 即 可 得 到 最 终结 果 ， 如 图 1-18 所 示 。 


12345 
x 23 
37035 

+ 24b90 
283935 


图 1-18 


4. 除法 


除法 运算 是 已 知 两 个 因数 的 积 与 其 中 一 个 因数 ， 求 另 一 个 因数 的 运算 。 

除法 法 则 :除数 是 几 位 ， 先 看 被 除数 的 前 几 位 ， 前 几 位 不 够 除 ， 多 看 一 位 ， 除 到 哪 
位 ， 商 就 写 在 哪 位 上 面 ， 不 够 商 1 时 ， 要 用 0 占 位 。 除 法 可 能 会 有 余数 ， 余 数 要 比 除数 
小 。 如 果 商 是 小 数 ， 商 的 小 数 点 要 和 被 除数 的 小 数 点 对 齐 ; 如 果 除数 是 小 数 ， 要 将 其 化 
成 整数 后 再 用 整数 的 除法 进行 计算 。 

除法 是 乘法 的 逆 运算 。 图 1-18 所 示 的 乘法 算式 ， 可 表示 成 如 图 1-19 所 示 的 除法 
算式 : 


293735 二 23=12345 
12345 X 23=283935 


图 1-19 


1.2.5 十 进 制 数 的 分 解 


十 进 制 数 由 0 一 9 这 10 个 数字 组 成 ， 依 据 数字 所 在 位 置 决定 数值 的 大 小 。 数 据 的 各 
位 从 右 向 左 依 次 为 个 位 、 十 位 、 百 位 、 千 位 …… 

如 图 1-20 所 示 , 个 位 的 9 表示 有 9 个 1, 十 位 的 8 表示 8 个 10, 百 位 的 7 表示 7 个 
100， 按 这 种 方式 ， 可 将 十 进 制 数 按 图 1-21 所 示 方 式 进行 分 解 。 
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45067979 

fiiitii 
亿 干 百 十 万 干 百 十 个 

石和 和 从 从 和 恰 准 准 
位 位 位 


图 1-20 


12345b189 
=| X 100000000+2 X 10000000+ … +8 X I0+? 


图 1-21 


仔细 看 图 1-21 所 示 数 据 的 分 解 式 ， 从 右 向 左 ， 每 个 数码 都 比 其 右 侧 的 数 大 10 倍 ， 
可 将 上 式 简写 成 图 1-22 所 示 的 形式 。 


12345b789 
=| Xx 1039f2 X I0'+ +8 x I0'+9 x 10° 


图 1-22 
十 进 制 是 我 们 从 小 就 开始 学 的 ， 以 上 这 些 规 则 都 很 简单 ， 为 什么 还 要 在 这 里 重复 


呢 ? 因为 程序 员 通 过 十 进 制 的 这 些 运 算 规则 可 推导 出 其 他 进 制 数 的 运算 规则 ， 也 可 设计 
解决 更 多 的 问题 ， 例 如 大 整数 的 运算 问题 。 


1.2.6 20! 等 于 多 少 


在 设计 大 整数 之 前 ， 我 们 先 来 看 一 个 例子 。 以 下 是 一 个 C 语言 程序 ， 该 程序 中 定义 
了 一 个 计算 整数 阶乘 的 函数 fact0， 在 主 函 数 中 调用 fact0 函 数 计算 1 一 20 各 数 的 阶乘 。 
En Fact lint £) 
{ 
int result=1,i; 
for (i=2;i<=f;i++) 
下 


result*=i; 
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} 


return result; 


int main() 


下 


ne 
for (f=1;f<=20;f++) 


{ 


r=fact (f); 
printf ("%d!=%d\n", f,r); 


} 


getch(); 
return 0; 


} 


运行 以 上 程序 ， 得 到 如 图 1-23 所 示 的 结果 。 


"| 
| CADev-Cpp\user\1 3.oxe he 


1=362880 

Bt =3628898 
1?=39916888 
21=-4799691689 
31=1932953584 
41=127894528@ 
5+=2804316616 
6+=2804189184 


?1 =-288522249 
81?=-898433824 
91=189641728 
8 =-2192132736 


图 1-23 


从 图 1-23 中 可 以 看 出 ，14! 的 结果 比 13! 的 结果 还 小 ,肯定 出 问题 了 。 为 什么 会 出 现 
这 种 错误 呢 ? 电脑 连 15 的 阶乘 都 计算 不 出 来 ? 

分 析 程 序 代码 可 看 出 ， 程 序 中 使 用 的 是 int 类 型 的 变量 ， 在 C 语言 中 ， 这 种 变量 保 
存 的 数据 范围 为 -2,147.483.648 一 2,147.483.647， 而 13! 再 乘 以 14， 其 结果 已 经 超过 int 
类 型 的 表示 范围 (其 实 , 13! 的 值 应 该 为 6,227,020,800, 已 经 超过 了 int 类 型 的 表示 范围 )， 


既然 知道 了 


因此 ， 数 据 就 出 错 了 ， 从 17!、18! 还 可 以 看 出 其 结果 变 成 了 负数 。 


H 错 原因 是 由 于 数据 类 型 导致 的 ， 那 么 ， 是 不 是 将 以 上 程序 的 int 类 型 
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改变 为 位 long 类 型 ,就 可 以 计算 更 大 数 的 阶乘 了 呢 ? 理论 上 是 这 样 , 不 过 , 由 于 ANSIC 
中 规定 ， 在 字 长 为 32 位 的 计算 机 中 ，int 类 型 和 long 类 型 都 是 32 位 。 因 此 ， 这 里 将 数 
据 类 型 修改 为 long 也 不 能 解决 问题 。 

在 支持 64 位 字 长 的 C# 系 统 中 ，long 类 型 使 用 64 位 二 进 制 位 表示 〈8 个 字 节 ) ， 其 
表示 的 数据 范围 为 -9,.223.372.036.854.775.808 一 9.223.372.036.854.775.807。 但 是 ， 这 么 
大 的 数 在 阶乘 面前 也 很 快 就 被 会 填 满 , 图 1-24 所 示 为 使 用 C# 计 算 各 数 阶 乘 的 输出 结果 。 

从 图 1-24 中 可 看 到 ,使 用 64 位 字 长 的 long 类 型 ，20 的 阶乘 也 可 以 被 正确 表示 出 来 
了 。 但 是 更 大 的 数 呢 ? 21!、22! 的 结果 是 多 少 ? 


19=1 

21:=2 

31=6 

49=24 

S51=120 

6!=720 

?74=5,040 

8!=40,320 

91=362,880 

101=3,628,800 

11!=39,916,800 
124=479,001,600 
134:=6,227,020,800 
144-87,178 ,291 ,200 
154:1,307,674,368 ,909 
16!=20,922,789,888,000 
174-355 ,687 ,428 ,096 ,009 
184-6,1402,373,705 ,728 ,000 
194:121,645 ,100 ,408 ,832 ,000 
201:=2,432,902,008,176,640,000 
214: -上 ,249 ,290 ,9049 ,419 ,214 ,848 
224:-1,250,660,718,674,968 ,576 


图 1-24 
哦 ，My God! 还 是 出 错 了 ，21 的 阶乘 就 变 成 负数 了 。 这 还 是 long 类 型 的 表示 范围 
问题 ， long 类 型 的 表示 范围 为 -9,223,372,036,854,775,808 一 9,223,372,036,854,775,807。 
对 于 基本 的 整数 类 型 ， 使 用 ulong (无 符号 长 整 型 ) 类 型 来 保存 数据 ， 其 表示 范围 
也 只 为 0 一 18.446.744.073.709.551.615， 再 大 的 数 就 没 办 法 表示 了 。 那 么 ， 更 大 数 的 阶乘 
该 怎么 办 呢 ? 


1.2.7 大 整数 构想 


在 实际 应 用 中 ， 除 了 阶乘 之 外 ， 还 有 很 多 地 方 需要 使 用 到 非常 大 的 整数 ， 而 计算 机 
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程序 设计 语言 对 数据 的 表示 范围 总 是 有 限 的 。 因 此 ， 还 得 我 们 程序 员 自 己 想 办 法 ， 设 计 
一 个 能 处 理 大 整数 的 类 ， 这 个 类 应 该 能 处 理 任 意 位 数 长 度 的 整数 。 

根据 本 节 前 面 对 十 进 制 数 的 分 析 ， 可 以 很 容易 地 想到 ， 可 以 在 程序 中 用 一 个 数组 来 
表示 大 整数 的 各 位 ， 由 于 数组 元 素 的 多 少 只 受 计算 机 内 存 限制 ， 因 此 ， 就 可 以 处 理 任意 
长 度 的 大 整数 了 。 

如 图 1-25 所 示 ， 定 义 一 个 数组 ， 然 后 将 数据 的 各 位 分 解 到 数组 的 各 个 元 素 中 。 


Bit[0] 个 位 
Bit[/] 十 位 
Bit[2] 百 位 
Bit[3] 二 位 
Bit[n-/] 

Bit[n] 


图 1-25 


这 个 数组 只 是 大 整数 的 一 种 表示 形式 ， 要 处 理 大 整数 ， 还 需要 记录 数据 的 正 负 、 加 
减 时 的 进位 等 。 然 后 定义 以 下 常用 操作 : 
口 加 法 : 将 整数 从 个 位 开始 ( 即 数组 的 0 号 元 素 ) 进行 累加 。 累 加 时 还 需 判断 是 
否 要 进位 (着 10 进 1) ， 因 此 ， 在 累加 时 还 需要 将 进位 数 进行 累加 。 
口 减法 : 将 整数 从 个 位 开始 ( 即 数组 的 0 号 元 素 ) 进行 减法 操作 ， 若 不 够 减 还 需 
要 从 前 一 位 借 位 ( 借 1 当 10) 。 被 减 数 在 进行 减法 操作 时 还 需要 减 去 被 借 的 位 。 
口 乘法 : 按 图 1-18 所 列 的 乘法 算式 ， 可 将 乘 数 中 的 每 一 个 数组 元 素 与 被 乘 数 相 乘 ， 
然后 将 结果 累加 ， 即 可 得 到 大 整数 相 乘 的 结果 。 当 然 ， 在 进行 加 法 和 乘法 运算 
时 也 需要 考虑 进位 的 情况 。 
口 除法 : 除法 的 实现 要 麻烦 一 点 。 首 先 要 考虑 试 商 的 问题 ， 从 被 除数 的 高 位 开始 
与 除数 对 齐 ， 试 商 时 用 被 除数 的 部 分 位 减 去 除数 ， 判 断 能 减 几 次 ， 就 可 商 几 。 
另外 ， 除 法 还 需要 考虑 余数 问题 。 除 法 的 过 程 如 图 1-26 所 示 。 
从 图 1-26 的 演算 过 程 可 看 到 ， 除 法 运算 需要 循环 调用 加 法 运算 进行 试 算 ， 然 后 再 调 
用 减法 运算 计算 试 商 后 的 余数 。 
根据 这 个 构想 编写 大 整数 处 理 函 数 ， 即 可 处 理 任意 长 度 的 整数 〈 如 可 保存 、 计 算 长 
度 为 100 位 、200 位 甚至 更 多 位 整数 的 加 、 减 、 乘 、 除 运算 )， 不 再 局 限于 C 语言 所 提供 
数据 类 型 中 有 限 的 整数 长 度 了 。 
有 幸 的 是 ， 在 微软 的 .NET Framework 4 (以 及 JAVA 的 JDK 1.5) 中 已 经 提供 了 一 个 
大 整数 类 型 ， 可 以 处 理 任意 长 度 的 大 整数 。 如 果 使 用 NET Framework 4 进行 开发 ， 就 不 


。17 。 


程序 员 的 数学 思维 修炼 (趣味 解读 ) 


用 自己 编写 大 整数 类 型 了 。 当 然 ， 如 果 在 ANSI C 环境 下 编写 程序 ， 仍 然 可 以 按 本 节 介 
绍 的 构思 编写 自己 的 大 整数 类 型 。 


Pe 过 商 
12)54321 
48 12f+12f+12f+12=4 X 12 
b 
452b 
12)54321 
48 
b3 
b0 =5 X 12 
32 
24 2X 
81 
12_ =bx12 
全 数 一 -9 
图 1-26 


1.3 为 啥 要 用 二 进 制 


既然 人 类 从 远古 时 代 就 开始 使 用 十 进 制 数 了 ， 为 啥 还 要 用 二 进 制 呢 ? 二 进 制 有 什么 
优势 呢 ? 下 面 我 们 一 起 走 进 二 进 制 的 世界 。 


1.3.1 人 脑 与 电脑 


通过 人 类 的 进化 ， 以 及 人 们 长 期 的 学 习 和 训练 ， 人 脑 的 潜能 可 以 被 不 断 地 发 掘 。 吉 
尼斯 世界 纪录 中 记 纸 牌 记 得 最 多 的 是 一 名 英国 人 , 他 只 需 看 一 眼 就 能 记 住 54 副 洗 过 的 扑 
克 牌 (一 共有 2916 张 牌 )。 还 有 人 能 记 住 圆周 率 小 数 点 后 的 42.905 位 数字 ! 可 见 ， 人 脑 
的 潜能 是 可 以 不 断 被 挖掘 的 。 
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在 生活 中 ， 人 脑 对 很 多 事物 都 形成 了 条 件 反 射 ， 例 如 ， 对 于 数据 10 与 9 的 大 小 ， 
我 们 可 以 直接 反应 出 10 比 9 大 。 不 过 ,由 于 没有 通过 相应 的 运算 , 仅 凭 人 脑 直 觉 反应 得 
出 的 结果 可 能 是 不 准确 的 。 例如， 对 于 像 比较 大 的 两 个 数 99999999 与 100000000， 要 想 
看 一 眼 就 得 出 哪 一 个 数据 更 大 ， 就 变 得 不 太 可 能 了 ， 即 使 得 出 结论 ， 可 能 也 会 有 错误 。 
为 什么 呢 ? 这 是 因为 数据 的 位 数 变 多 了 , 并 且 重 复 的 数 很 多 ， 人 脑 无 法 一 下 子 反应 出 来 。 
通常 要 数 一 下 有 多 少 位 数 ， 然 后 才能 进行 判断 。 

计算 机 (俗称 的 电脑 ) 却 不 一 样 ， 对 于 任何 操作 ， 电 脑 都 需要 经 过 相应 的 运算 ， 然 
后 才能 得 出 结果 。 不 管 是 比较 10 与 9, 还 是 比较 99999999 与 100000000， 电脑 都 会 按 规 
定 的 算法 进行 运算 , 最 后 得 出 相应 的 结果 。 而 电脑 一 旦 得 出 结果 ,其 结果 肯定 是 准确 的 ! 

在 电脑 中 ， 使 用 二 进 制 来 保存 数据 和 编写 程序 。 为 什么 选用 二 进 制 ， 而 不 选用 人 类 
己 经 熟练 使 用 的 十 进 制 呢 ? 

如 果 要 让 电脑 使 用 十 进 制 ， 首 先 ， 应 该 让 电脑 能 识别 出 十 进 制 中 的 10 个 数字 。 怎 
么 识别 10 个 数字 呢 ? 通常 的 考虑 是 ， 可 以 通过 元 器 件 中 电压 的 高 低 水 平 来 分 别 标识 10 
个 数字 .假如 最 高 电压 为 12V, 那 么 10 个 数字 中 , 每 个 数码 可 以 分 配 的 电压 区 间 为 1.33V， 
如 图 1-27 所 示 。 


0 } 2 3 和 5 了 8 ? 
0.00Y 1.33Y 2.b1Y 4.00Y 5.33Y b.blY 8.00Y 9.33Y I0.b7Y 1a 
图 1-27 


从 图 1-27 可 知 ， 每 个 数 之 间 的 电压 间隔 小 ， 如 果 外 界 干扰 造成 电压 大 幅 变 化 ， 数 据 
就 不 准确 了 《如 本 来 电压 为 1.33V， 可 被 识别 为 数字 1, 但 是 由 于 外 界 干扰 ， 电压 增加 了 
1V， 就 变 成 2.33V 了 ， 这 里 距离 2.67V 更 近 ， 就 可 能 被 识别 为 数字 2)。 还 有 一 个 最 大 的 
问题 ， 在 硬件 上 要 识别 这 10 种 状态 ， 其 电路 结构 将 非常 复杂 。 

当然 ， 这 里 只 是 一 种 假设 ， 实 际 应 用 中 采用 的 是 二 进 制 。 由 于 二 进 制 数 只 有 2 个 数 
码 ， 电 路 就 很 简单 了 ， 因 为 具有 两 种 稳定 状态 的 元 件 〈 如 晶体 管 的 导 通 和 截止 ， 继 电器 
的 接 通 和 断 开 ， 电 脉冲 电 平 的 高 低 等 ) 很 容易 被 找到 。 
因此 ， 在 电脑 中 使 用 二 进 制 主要 有 以 下 优点 : 

口 技术 实现 简单 。 电 脑 由 逻辑 电路 组 成 ， 逻 辑 电 路 通常 只 有 两 个 状态 ， 开 关 的 接 
通 与 断 开 ， 这 两 种 状态 正好 可 以 用 “1” 和 “0” 表 示 。 
口 运算 规则 简单 。 两 个 二 进 制 数 的 和 、 积 运算 组 合 分 别 有 3 种 规则 ， 相 比 十 进 制 

数 的 运算 规则 来 说 非常 简单 〈 十 进 制 的 九 九 乘法 表 就 有 81 种 规则 ) ， 有 利于 简 

化 计算 机 内 部 结构 ， 提 高 运算 速度 。 
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口 适合 逻辑 运算 。 逻 辑 代数 是 逻辑 运算 的 理论 依据 ， 二 进 制 只 有 两 个 数码 ， 正 好 

与 逻辑 代数 中 的 “ 真 ” 和 “ 假 ” 相 吻 合 

口 易于 进行 转换 。 二 进 制 数 与 十 进 制 数 、 八 进 制 数 、 十 六 进 制 数 之 间 的 转换 很 方 

便 。 

口 抗 干 扰 能 力 强 。 用 二 进 制 表示 数据 具有 抗 干扰 能 力 强 、 可 靠 性 高 等 优点 。 因 为 
每 位 数据 只 有 高 低 两 个 状态 ， 当 受到 一 定 程度 的 干扰 时 ， 仍 能 可 靠 地 分 辨 出 它 

高 电 平 还 是 低 电 平 〈 只 分 辩 电 平 的 高 低 ， 而 不 用 识别 具体 电压 值 ) 。 

知道 电脑 用 二 进 制 数 来 存储 后 ， 再 来 看 电脑 就 简单 了 。 电 脑 保存 的 数据 用 电路 的 两 

种 状态 表示 ， 当 数据 很 大 时 ， 只 需要 增加 数据 的 位 数 就 可 以 了 。 

当 超 大 规模 集成 电路 迅速 发 展 起 来 后 ， 电 脑 中 就 可 以 处 理 、 存 储 海量 数据 信息 了 。 

并 且 ， 由 电脑 保存 的 数据 保存 周期 长 ， 不 易 丢 失 、 损 坏 。 而 由 于 人 类 的 认 知 及 人 的 记忆 

会 随时 间 出 现 遗 忘 等 原因 ， 要 用 人 脑 来 存储 、 处 理 海量 信息 ， 就 不 太 可 能 

因此 ， 很 多 人 认为 电脑 比 人 脑 强 。 其 实 ， 电 脑 本 质 上 只 能 识别 0 和 1 这 两 种 状态 ! 

而 更 复杂 的 功能 ， 则 是 由 人 类 对 0 和 1 这 两 种 状态 进行 各 种 组 合 而 得 到 的 。 


1.3.2 二进制 计数 规则 


二 进 制 的 计数 规则 非常 简单 ， 只 需要 记 住 以 下 3 点 就 行 了 : 
口 基数 为 2。 
口 只 有 2 个 数码 ， 即 0 和 1。 
口 逢 2 进 1, 借 1 当 2。 

如 图 1-20 所 示 ， 十进制 数 可 以 由 多 位 组 成 ， 从 右 向 左 分 别 为 个 位 、 十 位 、 百 位 、 千 
位 、 万 位 ……， 与 此 类 似 ， 二 进 制 数 也 可 由 多 位 组 成 ， 从 右 向 左 分 别 为 1 位 、2 位 、4 
位 、8 位 、16 位 …… ， 如 图 1-28 所 示 。 


1 0 1 


0 1 
| 省 | 
好 位 |, 4 位 | 1 位 
128 位 32 位 4 位 ?2 位 


图 1-28 


为 什么 称 为 1 位 、2 位 、4 位 、8 位 …… 呢 ? 其 实 ， 这 是 从 十 进 制 角度 来 看 二 进 制 的 
各 位 数 得 出 的 名 称 。 根 据 二 进 制 计数 的 规则 ， 用 二 进 制 计数 时 ， 第 一 个 数 为 0， 第 2 个 
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数 为 1 (根据 着 2 进 1 的 规则 )， 接 下 来 为 10 (所 以 第 2 位 就 是 “2 位 ”)， 继 续 下 来 依次 
为 11、100〔 所 以 第 3 位 就 是 4 位 )、101、110、111、1000…… 


当 十 过 


随 着 十 进 制 数 的 增 大 ， 对 应 


如 表 1-1 所 示 是 十 进 制 数 0 一 127 用 二 进 制 表示 的 对 应 形式 。 从 表 1-1 中 可 以 看 到 ， 
LE 制 数 为 0 和 1 这 两 种 情况 时 ， 可 用 1 位 二 进 制 数 来 表示 这 两 种 状态 ， 当 十 进 制 数 
在 7 以 内 时 ， 可 以 使 用 3 位 二 进 制 数 来 表示 


的 二 进 制 数 


的 位 数 也 会 增多 ， 在 表 1-1 中 表示 到 十 进 制 数 127 时 就 需要 7 位 二 进 制 数 来 表示 了 。 


表 1-1 十 进 制 数 0 一 127 对 应 的 二 进 制 表 示 
十 进 制 二 进 制 
96 110 0000 
97 110 0001 
| 100010 | 66 | 10000 | 98 110 0010 
10 0011 67 100 0011 99 110 0011 
10 0100 68 100 0100 100 110 0100 
10 0101 69 100 0101 101 110 0101 
100110 70 1000110 102 110 0110 
| wom | 7 | io00m | 1 | noom 
| 101000 | 72 | 1001000 | lo | no1000 
| 10100 | 73 | 100100 | 105 uaolol 
| 10100 | 74 | 100100 | 106 | no100 
| 10101 | 7 | ol Im | noon 
| 10ou00 | 76 | 10100 | ls | uouoo 
| 10nol | 7 Tiounm| le | uono 
| io1m0 | 78 [Tiomo | no | noimo 
| 10U1 | » on wm N01 
| oo | so | 1010000 | nn | 1110000 
81 101 0001 113 111 0001 
11 0010 82 101 0010 114 111 0010 
11 0011 83 101 0011 115 111 0011 
11 0100 84 101 0100 116 111 0100 
11 0101 85 101 0101 117 111 0101 
11 0110 86 101 0110 118 111 0110 
110111 87 101 0111 119 1110111 
11 1000 88 101 1000 120 111 1000 
| llol | s Tio | 1 | niool 
11 1010 90 101 1010 122 111 1010 
11 1011 91 101 1011 123 111 1011 
11 1100 92 101 1100 124 111 1100 
11 1101 93 101 1101 125 111 1101 
11 1110 94 126 111 1110 
111111 95 101 1111 127 1111111 
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1.3.3 简单 的 二 进 制 运算 规则 


与 十 进 制 数 的 运算 规则 相 比 ， 二 进 制 数 的 运算 规则 就 简单 多 了 。 同 样 ， 二 进 制 也 可 
对 数据 进行 加 、 减 、 乘 、 除 这 些 基 本 的 算术 运算 ， 另 外 ， 二 进 制 数据 还 可 进行 逻辑 运算 。 
有 关 届 辑 运 算 的 内 容 需 要 另 一 个 主题 来 介绍 ， 下 面 先 来 看 看 二 进 制 的 算术 运算 是 多 么 的 
简单 。 

1. 加 法 


与 十 进 制 的 加 法 相 比 ， 二 进 制 的 加 法 规则 要 简单 得 多 。 如 果 只 考虑 一 位 数 相 加 的 情 
况 ， 在 十 进 制 加 法 运算 中 ， 加 数 和 被 加 数 都 有 0 一 9 共 10 种 可 能 ， 因 此 ， 会 产生 100 种 
可 能 的 情况 (即使 根据 加 法 交换 律 将 重复 的 运算 过 滤 掉 ， 也 会 有 55 种 情况 )。 而 二 进 制 
加 法 运算 中 ， 加 数 和 被 加 数 都 只 有 两 种 可 能 ， 因 此 ， 只 会 有 以 下 4 种 情况 : 


0+0=0 
0f+1=| 
1f+0=| 
1f+1=10 ( 途 ? 进 ) ) 


根据 加 法 交换 律 ， 将 第 2、3 种 运算 看 作为 一 种 运算 ， 则 二 进 制 的 加 法 运算 就 只 有 3 
种 情况 了 。3 比 55! 二 进 制 的 加 法 运算 规则 是 不 是 要 简单 得 多 ! 

对 于 多 位 数 的 二 进 制 相 加 ， 其 运算 规则 与 十 进 制 相 同 ， 仍 然 会 有 进位 的 情况 ， 只 是 
进位 时 采用 “着 2 进 1” 的 方式 。 例 如 ， 将 十 进 制 数 26 加 上 39， 根 据 表 1-1 找 出 对 应 的 
二 进 制 数 ， 即 可 列 出 如 图 1-29 所 示 的 十 进 制 数 与 二 进 制 数 加 法 的 竖 式 。 


10 进 竺 )2D 法 2 进攻 )zD 法 
2b+39=b5 11010+100111=1000001 
2b 11010 
+ 32 进位 了 f | 001 11 
b5 1000001 
图 1-29 


在 图 1-29 所 示 的 两 种 进 制 的 加 法 运算 中 ， 左 侧 的 十 进 制 运算 是 按 “ 着 10 进 1” 的 
方式 进位 ， 右 侧 的 二 进 制 运算 则 是 按 “ 着 2 进 1” 的 方式 进位 。 虽 然 是 两 种 不 同 的 数据 
表示 方式 ， 但 运算 的 结果 是 一 致 的 〈 十 进 制 数 65 对 应 的 二 进 制 数 为 1000001 )。 
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2. 减法 

二 进 制 的 减法 运算 规则 也 很 简单 ， 只 有 以 下 4 种 可 能 : 
0-0=0 
1-1=0 
1-0=1 


0-I=1 ( 伐 1 消 » 


如 图 1-30 所 示 为 十 进 制 和 二 进 制 减法 的 竖 式 , 在 运算 时 注意 十 进 制 是 “ 借 1 当 10”， 
而 二 进 制 则 是 “ 借 1 当 2”。 


m0 进 制 大 法 2 进 针 和 大 法 
05 一 20=39 1000001 -11010=100111 
一 一代 位 一 ，，，， 
b5 1000001 
- 26 人 11010 
39 0100111 
图 1-30 


3. 乘法 
十 进 制 数 的 乘法 运算 需要 按 “ 九 九 乘法 表 ” 法 则 进行 ， 而 二 进 制 乘法 的 规则 就 简单 
多 了 ， 与 加 、 减 法 类 似 ， 也 只 有 以 下 4 种 情况 : 
0 x 0=0 
0 x 1=0 
| x 0=0 
1 x 1=| 
可 以 看 出 ， 只 有 当 被 乘 数 、 乘 数 都 为 1 时 ， 结 果 才 为 1; 当 被 乘 数 或 乘 数 有 一 个 为 
0 时 ， 相 乘 的 结果 就 为 0。 
另外 , 二进制 的 乘法 运算 可 以 很 简单 地 转化 为 加 法 运算 。 首 先 看 如 图 1-31 所 示 的 乘 
法 竖 式 ， 左 边 是 十 进 制 的 乘法 竖 式 ， 右 边 是 二 进 制 乘法 竖 式 。 
从 右 侧 的 乘法 竖 式 可 看 出 ， 当 乘 数 某 位 为 0 时 ， 这 一 位 与 被 乘 数 相 乘 时 各 位 都 为 0， 
当 乘 数 某 位 为 1 时 ， 这 一 位 与 被 乘 数 相 乘 时 得 到 的 是 被 乘 数 对 应 的 各 位 ， 只 是 需要 将 被 
。23 。 


程序 员 的 数学 思维 修炼 〈 趣 味 解读 ) 


乘 数 向 左 移动 相应 的 位 数 。 这样, 二 进 制 数 的 乘法 就 可 以 很 简单 地 转化 为 “加 法 与 移 位 ”。 


+ 进 制 末 法 二 进 制 梯 法 
b5 X 5=325 1000001 X 101=101000101 

她 1000001 
xX 2 进位 x 101 
225 1000001 
0000000 

+1000001 
101000101 

图 1-31 


4. 除法 


除法 是 乘法 的 逆 运 算 ， 既 然 二 进 制 的 乘法 表 只 有 4 项 ， 则 其 除法 表 也 对 应 有 如 下 4 
项 (其 中 除 以 0 是 无 意义 的 ): 


0 二 0 (无 意义 ) 
0 = 1=0 
ee 
1 = 1=| 


看 看 图 1-31 中 乘法 的 逆 运 算 ， 如 图 1-32 所 示 。 
二 进 制 除法 
101000101 三 101=1000001 


100000 1 
1017101000101 
0 1 


0000101 
-1 01 
0 


图 1-32 


从 图 1-32 中 可 看 出 ， 二 进 制 的 除法 运算 也 可 简单 地 转化 为 “减法 与 移 位 ”操作 。 
可 以 看 出 ， 在 二 进 制 中 ， 加 、 减 、 乘 、 除 算法 都 可 转换 为 加 法 运算 。 对 于 减法 运算 ， 
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只 需要 将 被 减 数 设置 为 负数 ， 就 可 将 其 转换 为 加 法 ; 对 于 乘法 ， 则 可 使 用 “加 法 与 移 位 ” 
操作 来 完成 ， 对 于 除法 ， 则 可 使 用 “减法 与 移 位 ”操作 来 完成 。 

既然 比较 复杂 的 乘法 和 除法 运算 能 简单 地 转化 为 加 、 减 法 和 移 位 操作 ， 因 此 ， 电 脑 
中 就 只 需要 设计 一 个 加 法 器 即 可 ， 这 样 就 简化 了 电路 设计 。 


1.3.4 二进制 数 的 分 解 


在 前 面 的 二 进 制 计数 规则 中 曾 说 过 ， 二 进 制 数 从 右 向 左 依次 为 1 位、2 位 、4 位 、8 
位 ……， 这 是 指 二 进 制 数 中 各 位 的 意义 。 昌 然 只 有 0 和 1 这 两 个 数码 ， 但 是 其 所 处 的 位 
置 不 同 ， 表 示 数 据 的 大 小 也 不 同 。 例 如 ， 有 以 下 二 进 制 数 : 


101] 


这 个 二 进 制 数 共有 4 位 ， 由 3 个 1 和 1 个 0 组成。 同样 的 3 个 1， 由 于 其 处 于 不 同 
的 位 置 ， 这 些 1 所 表示 的 大 小 也 是 不 同 的 ， 其 所 处 的 位 置 称 为 权 。 按 从 右 向 左 的 顺序 各 
位 的 含义 如 下 : 
口 第 1 个 1 表示 “1 的 个 数 ”; 
口 第 2 个 1 表示 “2 的 个 数 ”; 
口 第 3 个 0 表示 “4 的 个 数 ”; 
口 第 4 个 1 表示 “8 的 个 数 ”。 
因此 ， 二 进 制 数 1011 由 1 个 8、0 个 4、1 个 2、1 个 1 组 成 。 按 各 位 的 权 列 出 的 算 
式 如 下 : 


(101D,=! Xx 2+0 X 22+) X 2f1 x 2° 


=| Xx 8+0 Xx 4+| x 2+| Xx | 
=|] 
从 这 种 按 权 展 开 式 可 看 出 ， 每 个 位 的 “ 权 ” 表 现 为 2 的 寡 次 关系 ， 即 相 邻 两 位 相同 
数码 代表 的 值 为 2 倍 的 关系 〈 从 右 向 左 看 ， 第 2 位 的 1 是 第 1 位 的 1 的 2 倍 )。 
这 种 按 权 展 开 式 可 方便 地 将 二 进 制 数 转换 为 十 进 制 数 。 


1.3.5 “十进制 数 转换 为 二 进 制 数 


将 二 进 制 数 按 权 展开 ， 就 可 以 方便 地 将 其 转换 为 十 进 制 数 。 那 么 ， 十 进 制 数 该 怎么 
转换 成 二 进 制 数 呢 ? 
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十 进 制 整数 转换 为 二 进 制 整 数 通常 采用 “ 除 2 取 余 ， 逆 序 排列 ”法 。 

具体 做 法 是 : 用 2 整除 十 进 制 整数 ， 可 以 得 到 一 个 商 和 余数 ， 再 用 2 去 除 商 ， 又 会 
得 到 一 个 商 和 余数 ， 如 此 进行 ， 直 到 商 为 0 时 为 止 ， 然 后 把 先 得 到 的 余数 作为 二 进 制 数 
的 低位 有 效 位 ， 后 得 到 的 余数 作为 二 进 制 数 的 高 位 有 效 位 ， 依 次 排列 起 来 。 

例如 ， 将 十 进 制 数 14 转换 为 二 进 制 数 时 ,“ 除 2 取 余 ”的 转换 过 程 如 图 1-33 所 示 。 


2 14 -sa 0 
2|7 -*#> | 
2| 3 一 ?2 | 
2|1 一 他 攻 [em 
0 1!110 
图 1-33 


通过 图 1-33 所 示 的 逐 项 除 2 取 余 方 式 , 得 到 每 次 除 以 2 的 余数 ， 最 后 将 取得 的 余数 
按 逆序 排列 ， 即 将 十 进 制 数 14 转换 为 二 进 制 数 1110。 将 这 个 二 进 制 数 按 权 展开 ， 又 可 
得 到 十 进 制 数 14。 

(0))=1 x 23f1 X 22+1 X 2f+0 X 2° 


=| Xx 8+| Xx 4+| Xx 2+0 Xx | 
=14 


1.4 还 有 哪些 进 制 


其 实 ， 除 了 我 们 常用 的 十 进 制 数 和 电脑 用 的 二 进 制 数 之 外 ， 生 活 中 还 有 很 多 的 计数 
进 制 ， 并 且 有 很 多 的 进 制 也 在 电脑 中 使 用 。 


1.4.1 神奇 的 八卦 : 八进制 


八卦 最 初 是 上 古人 们 记事 的 符号 ， 后 被 用 为 下 签 符 号， 古代 常用 八卦 图 作为 除 凶 避 
灾 的 吉祥 图 案 。 因 此 ， 八 卦 也 就 被 打上 了 封建 迷信 的 标记 。 


1. 从 八卦 说 起 


其 实 ， 八 卦 中 隐 含 了 二 进 制 和 八进制 的 概念 。 首 先 ， 八 卦 的 最 基本 概念 是 阴 和 阳 ， 
这 就 相当 于 二 进 制 中 的 0 和 1。 在 八卦 图 中 用 一 根 长 实 线 代表 阳 ， 用 一 根 中 间断 开 的 线 
代表 阴 ， 然 后 由 3 个 这 样 的 线条 符号 组 成 8 种 形式 (相当 于 3 位 二 进 制 数 ， 可 以 表示 8 
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种 状态 )， 因 此 叫做 八卦 ， 如 图 1-34 所 示 。 


图 1-34 


在 八卦 中 ， 每 一 卦 形 代 表 一 定 的 事物 。 乾 代表 天 、 坤 代表 地 、 坎 代表 水 、 离 代表 火 、 
震 代 表 雷 、 民 (gen) 代表 山 、 距 (xin) 代表 风 、 竞 代表 泽 。 

经 过 几 千 年 的 发 展 ， 八卦 被 赋予 了 很 多 的 含义 , 除了 上 面 介绍 的 代表 自然 现象 之 外 ， 
还 可 以 代表 方位 、 家 族 、 五 行 ， 还 可 以 将 卦 图 转换 为 二 进 制 数 。 如 表 1-2 所 示 就 是 八卦 
中 各 卦 所 代表 的 不 同 含义 。 


表 1-2 八卦 的 含义 


八卦 名 八卦 图 像 方位 二 进 制 
加 三 西北 111 
况 目 本 110 
离 三 南 101 
震 图 | 雷 | 东 100 
里 用 东南 011 
坎 北 010 
民 三 | 山 | 东北 001 
坤 四 西南 000 


2. 一 种 计算 方式 ， 八 进 制 
可 以 看 出 ， 八 卦 中 的 每 一 卦 由 3 位 二 进 制 组 成 ， 这 样 表示 8 种 状态 的 数据 就 是 一 种 


八进制 计数 方法 。 当 然 ， 八 进 制 计数 不 会 使 用 八卦 的 方式 来 表示 ， 更 多 的 情况 下 是 使 用 
阿拉 伯 数 字 来 表示 。 


八进制 计数 法 则 主要 有 以 下 3 个 特点 : 

口 基数 为 8; 

口 由 8 个 数码 组 成 ， 分 别 是 0、1、2、3、4、5、6、7; 

口 逢 8 进 1, 借 1 当 8。 

如 表 1-3 所 示 是 十 进 制 数 、 八 进 制 数 和 二 进 制 数 的 对 应 关系 。 


表 1-3 十进制 数 、 八 进 制 数 、 二 进 制 数 对 应 关系 


十 进 制 二 进 制 
0 0 
1 1 
2 10 
3 11 
4 100 
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续 表 

十 进 制 八进制 二 进 制 

5 101 

6 110 

7 111 

8 1000 

9 1001 

10 1010 


从 表 1-3 中 可 看 出 ，1 位 八进制 数 与 3 位 二 进 制 数 相对 应 。 

八进制 计数 法 在 早期 的 计算 机 系统 中 很 常见 ， 因 此 ， 偶 尔 我 们 还 能 看 到 人 们 使 用 八 
进 制 表示 法 。 八 进 制 适用 于 12 位 和 36 位 计算 机 系统 (或 者 其 他 位 数 为 3 的 倍数 的 计算 
机 系统 )。 但 是 ， 对 于 位 数 为 2 的 寡 〈8 位 、16 位 、32 位 与 64 位 ) 的 计算 机 系统 来 说 ， 
八进制 就 不 算 很 好 了 。 因 此 ， 在 过 去 几 十 年 里 ， 八 进 制 渐渐 地 淡出 了 电脑 。 不 过 ， 还 是 
有 一 些 程序 设计 语言 提供 了 使 用 八进制 符号 来 表示 数字 的 能 力 ， 而 且 还 是 有 一 些 比较 古 
老 的 UNIX 应 用 仍 在 使 用 八进制 。 


1.4.2 ”钟表 使 用 的 十 二 进 制 


另 一 个 我 们 常用 的 进 制 就 是 十 二 进 制 , 如 图 1-35 所 示 的 钟表 表面 显示 为 12 个 小 时 ， 
即 每 12 小 时 绕 一 圈 ， 又 从 0 点 开始 。 


图 1-35 


历史 上 ， 在 很 多 古老 文明 中 都 使 用 十 二 进 制 来 记 数 。 这 或 许 是 由 于 一 年 中 月 球 绕 地 
球 转 12 圈 。 在 中 国文 化 中 ， 十 二 进 制 在 记 时 中 也 有 广泛 应 用 。 中 国 古 代 设 有 12 地 支 ， 
与 一 天 的 12 个 时 辰 对 应 。 一 个 地 支 还 对 应 2 个 节气 ， 从 而 表示 1 年 的 24 节气 。 同 时 ， 
将 地 支 与 12 种 动物 对 应 ， 成 为 12 生肖 ， 表 示 12 年 为 周期 的 循环 。 

十 二 进 制 在 各 种 度量 衡 中 也 经 常会 用 到 。 如 英制 单位 中 1 英尺 等 于 12 英寸 ， 金 衡 
制 中 1 金 衡 磅 等 于 12 金 衡 败 司 。 

十 二 进 制 计数 法 的 规则 如 下 : 

口 基数 为 12; 
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口 12 个 数码 组 成 ， 分 别 是 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、A、B; 

口 逢 12 进 1, 借 1 当 12。 

虽然 十 二 进 制 在 日 常生 活 中 很 常用 , 不 过 , 在 计算 机 程序 设计 中 使 用 的 频率 倒 不 多 ， 
反而 是 二 进 制 、 八 进 制 、 十 进 制 、 十 六 进 制 使 用 得 要 多 一 些 。 


1.4.3 半斤八两 : 十 六 进 制 


再 来 看 一 个 计算 机 中 使 用 得 很 多 的 进 制 : 十 六 进 制 。 

在 日 常生 活 中 ， 也 有 很 多 使 用 十 六 进 制 的 地 方 。 中 国 原来 使 用 的 重量 单位 就 是 十 六 
进 制 的 ， 即 16 两 为 1 斤 ， 这 也 就 有 了 所 谓 的 “半斤八两 ”的 说 法 了 。 

现在 还 在 使 用 的 磅 和 伪 司 这 两 个 重量 单位 也 是 采用 十 六 进 制 的 方式 计数 的 ，1 磅 等 
于 16 痊 司 。 

计算 机 中 使 用 二 进 制 可 以 很 好 地 计数 和 运算 ， 为 什么 还 要 使 用 十 六 进 制 呢 ? 

在 使 用 二 进 制 书写 程序 时 ， 会 发 现 有 一 个 很 麻烦 的 问题 ， 要 用 二 进 制 数 表 示 一 个 比 
较 大 的 十 进 制 数 时 会 需要 很 多 位 的 二 进 制 数 。 例 如 ， 表 示 十 进 制 的 255， 就 需要 8 位 二 
进 制 数 ， 而 表示 65535 这 个 十 进 制 数 ， 则 需要 16 位 二 进 制 数 。 


(NI 1D,=(255),, 


Oo HY ID,=(b9535),, 


了 。 对 于 很 多 位 的 二 进 制 数 ， 不 但 书写 困难 ， 还 容易 出 错 〈 这 么 长 一 串 ， 稍 不 注意 就 可 
能 输入 错误 )。 

而 使 用 十 进 制 数 又 不 方便 与 二 进 制 数 相对 应 ， 因 此 就 引进 了 十 六 进 制 。 

十 六 进 制 计 数 法 的 规则 如 下 : 

口 基数 为 16; 

口 由 16 个 数码 组 成 ， 分 别 是 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、A、B、C、D、E、 

Bs 
口 逢 16 进 1, 借 1 当 16。 
如 表 1-4 所 示 是 十 进 制 数 、 十 六 进 制 数 和 二 进 制 数 的 对 应 关系 。 


表 1-4 十 进 制 数 、 十 六 进 制 数 、 二 进 制 数 对 应 关系 


十 进 制 二 进 制 
0 0 
1 1 
2 10 
3 11 
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续 表 
十 进 制 十 六 进 制 二 进 制 

4 4 100 

5 5 101 

6 6 110 

7 7 111 

8 8 1000 
9 9 1001 
10 A 1010 
11 B 1011 
下 e 1100 
13 D 1101 
14 E 1110 
15 F 1111 


从 表 1-4 中 可 看 出 ，1 位 十 六 进 制 数 与 4 位 二 进 制 数 相 对 应 。 这 样 ， 当 程序 员 在 编 
写 程序 时 ， 若 将 数据 按 十 六 进 制 格式 书写 ， 将 大 大 缩短 输入 数据 的 位 数 。 例 如 ， 对 于 十 
进 制 数 255， 用 二 进 制 表示 需要 8 个 1 来 表达 〈 即 1111 1111)， 而 用 十 六 进 制 来 表示 ， 
则 只 需要 2 个 F( 即 FF)。 类 似 地 ， 对 于 十 进 制 数 65535 用 二 进 制 来 表示 需要 16 位 ， 而 
用 十 六 进 制 来 表示 ， 则 只 需要 4 位 。 


CN HD,=(FF), 
CN NE INT 1D,=(FFFF), 


1.4.4 60 年 一 个 甲子 : 六 十 进 制 


在 中 国 ， 经 常 可 以 听 到 “甲子 ”这 个 概念 ， 这 是 农历 历法 中 的 一 个 概念 ， 每 60 年 
为 一 个 甲子 ， 以 天 干 与 地 支 两 者 经 一 定 的 组 合 方式 搭配 成 60 对 ， 为 一 个 周期 。 

这 就 是 六 十 进 制 的 一 种 使 用 。 

在 现实 生活 中 ， 使 用 六 十 进 制 的 地 方 也 很 多 。 不 过 ， 与 其 他 进位 制 不 同 ， 六 十 进 制 
在 一 般 运 算 和 四 辑 中 并 不 常用 ， 主 要 用 于 计算 角度 、 地 理 坐 标 和 时 间 。 

例如 ，1 小 时 等 于 60 分 钟 ， 而 1 分 钟 则 为 60 秒 。 而 1 个 圆 可 被 均 分 成 360 度 ， 每 
1 度 有 60 角 分 ，1 角 分 等 于 60 角 秒 。 
- 进 制 在 计算 机 程序 中 使 用 得 很 少 。 


人 


六 - 


1.4.5 各 种 进 制 之 间 的 转换 


前 面 介 绍 二 进 制 时 ， 曾 介绍 了 二 进 制 数 与 十 进 制 数 之 间 的 转换 方法 : 二 进 制 数 转换 
为 十 进 制 数 时 ， 将 二 进 制 数 “ 按 权 展开 ”， 即 可 得 到 十 进 制 数 ， 而 十 进 制 数 转换 为 二 进 制 
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数 时 ， 使 用 “ 除 2 取 余 ， 逆 序 排列 ” 即 可 。 
类 似 地 ， 其 他 进 制 的 数 转换 为 十 进 制 数 时 也 可 采用 相似 的 方法 ,只 是 在 “ 按 权 展 开 ” 
时 ， 使 用 各 进 制 的 基数 即 可 。 因 此 ， 可 得 到 其 他 进 制 转换 为 十 进 制 的 统一 按 权 展开 式 : 


=X ，X BfX， X 区 一 二 … 十 XIB +XoB" 


在 上 面 的 统一 算式 中 ，D 表示 转换 后 得 到 的 十 进 制 数 ，Xa-: 为 B 进 制 中 从 右 向 左 数 
第 n 位 数 。 例 如 ， 二 进 制 数 1101 的 按 权 展开 式 为 : 


(0D,=! X 2 x 220f0 X 2 x 2 
=8f4f+0f1 
= 有 


而 十 六 进 制 BCOD 的 按 权 展开 式 为 : 


(BC0D) = X 14100212 Xx bo PHO x 1b V+? X Ib 
=4505b+3012+0+13 
=48141 


如 果 要 将 十 进 制 数 转换 为 B 进 制 数 ， 也 可 以 采用 除 以 基数 B 再 取 余 的 方法 来 求 得 ， 
如 图 1-33 所 示 ， 只 是 将 除数 由 2 改 为 B 进 制 数 的 基数 B 即 可 。 

只 要 能 将 任意 数 转 换 为 十 进 制 数 ， 然 后 又 有 将 十 进 制 数 转换 为 任意 进 制 数 的 方法 ， 
通过 十 进 制 数 进行 中 转 ， 即 可 进行 任意 进 制 数 之 间 的 转换 了 。 使 用 这 种 思路 可 编写 出 以 
下 的 进 制 转换 程序 ， 可 在 任意 两 种 进 制 之 间 进行 转换 。 

#include<stdio.h> 

#include<string.h> 


// 整 数 徊 运算 函数 
int int Pow(int x,int y) 
int i,result=1; 
for (i=1;i<=y;i++) 
{ 
result*=x; 
1 
return result; 


// 将 十 进 制 数 转换 为 任意 进 制 ， 参 数 dnum 为 十 进 制 数 ， 参 数 jz 为 目标 进 制 
void dtox(int dnum,int jz) 


加 
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scanf ("%s",; num); 

printf ("输入 数 的 进 制 : ") ; 
scanf ("$d", &jz1); 

printf (" 要 转换 的 进 制 : ") ; 
secanf ("Sd yz2)> 

dtox (xtod (num, jz1) ,jz2); 
getch(); 

return 0; 


| 

这 个 程序 比较 简单 ， 定 义 了 4 个 函数 : 

口 main0 函 数 为 主 函数 ， 接 收 输入 源 数 据 、 进 制 ， 以 及 需要 转换 成 的 进 制 。 

口 int pow0 函 数 为 野 运 算 函 数 。 在 任意 进 制 数 按 权 展开 时 需要 用 到 景 运 算 。 

口 xtod0 函 数 为 将 任意 进 制 转换 为 十 进 制 的 函数 ， 通 过 按 权 展 开 的 方式 进行 。 

口 dtox0 函 数 为 将 十 进 制 数 转换 为 任意 进 制 的 函数 ， 通 过 除 模 取 余 的 方法 进行 。 
编译 运行 以 上 程序 ， 输 入 一 个 数据 及 其 进 制 ， 然 后 输入 要 转换 到 的 进 制 ， 即 可 得 到 

结果 。 如 图 1-36 所 示 ， 当 输入 BCOD， 并 输入 进 制 为 6， 转换 的 进 制 为 10， 则 可 得 到 

48141。 


图 1-36 


1.4.6 二进制 与 八进制 、 十 六 进 制 的 转换 


除了 按 以 上 方法 进行 任意 进 制 之 间 的 转换 外 ， 在 程序 中 经 常用 到 的 是 二 进 制 与 八 进 
制 、 二 进 制 与 十 六 进 制 之 间 的 转换 。 对 于 这 些 特殊 进 制 间 的 转换 ,可 以 用 更 简单 的 方法 。 

二 进 制 数 转换 为 八进制 数 ， 可 概括 为 “3 位 并 1 位 ”的 方法 。 具 体 转换 方法 是 ， 按 
从 右 向 左 的 方向 ， 每 3 位 二 进 制 数 为 一 组 ， 最 高 位 不 足 3 位 时 ， 添 0 补足 3 位 ， 然 后 将 
各 组 的 3 位 二 进 制 数 按 2*、2:、2 权 展 开 后 相 加 ， 得 到 一 位 八进制 数 。 例 如 : 


(I10100110111001D),=(1515653), 
001 101 00 10 110 0 
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而 将 八进制 数 转换 为 二 进 制 数 时 ， 可 采用 相反 的 操作 ， 即 将 每 位 八进制 数 拆 为 3 位 
二 进 制 数 ， 称 为 “1 位 拆 3 位 ”。 

类 似 地 ， 由 于 1 位 十 六 进 制 数 与 4 位 二 进 制 数 对 应 ， 二 进 制 数 转换 为 十 六 进 制 数 时 
就 可 按 “4 位 并 1 位 ”的 方法 进行 ， 而 十 六 进 制 数 转换 为 二 进 制 数 则 可 按 “1 位 拆 4 位 ” 
的 方法 进行 。 


(T10100110111001D,=(D373), 
Hol 001 O11 00N 


了 3 J 3 
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素数 在 自然 数 中 占有 非常 重要 的 地 位 , 素数 是 一 类 既 简单 又 神秘 的 数字 。 说 其 简单 ， 
是 因为 小 学 生 也 知道 什么 是 素数 ， 说 其 神秘 ， 是 因为 从 古 至 今 ， 多 少数 学 家 都 想 弄 明白 
素数 的 规则 ， 却 一 直 没 有 找到 其 分 布 规律 。 

数学 家 都 没 研究 出 来 的 规律 ， 程 序 员 当 然 也 不 可 能 会 找到 。 但 是 ， 任 何事 物 都 有 正 
反 两 面 ， 正 是 由 于 素数 的 无 规律 特点 ， 在 密码 学 中 就 可 以 大 量 采 用 。 另 外 ， 在 一 些 齿 轮 
员 合 设计 中 ， 也 通常 将 齿轮 的 齿 数 设 计 成 素数 ， 以 增加 两 齿轮 中 两 个 相同 的 齿 相 遇 唉 合 
次 数 的 最 小 公 倍数 ， 这 样 可 增强 齿轮 的 耐用 度 ， 减 少 故障 。 


2.1 怎么 判断 素数 


怎么 判断 素数 呢 ? 首先 需要 对 素数 进行 定义 ， 然 后 根据 其 定义 判断 指定 的 数 是 不 是 
素数 。 对 程序 员 来 说 ， 可 以 按 素 数 的 定义 编写 相应 程序 对 素数 进行 判断 。 


2.1.1 什么 是 素数 


数学 中 的 定义 是 这 样 的 ， 素数 ， 又 称 为 质数 ， 是 指 在 一 个 大 于 1 的 自然 数 中 ， 除 了 1 
和 此 整数 自身 外 , 无 法 被 其 他 自然 数 整 除 的 数 。 或 者 说 素数 是 只 有 1 和 本 身 两 个 因数 的 数 。 

比 1 大 但 不 是 素数 的 数 称 为 合 数 。1 和 0 既 非 素数 也 非 合 

根据 素数 的 定义 ， 可 用 如 图 2-1 所 示 方 式 列 出 10 以 内 各 数 的 因数 ， 从 而 得 出 2、3、 
5、7 为 素数 ， 而 4、6、8、9 不 是 素数 。 


1 六 因数 :人 _g 袁 数 
3 的 因数 :13 VY 未 
4 的 因数 : !、2、 + 从 袁 孝 

5 的 因数 :人 5 W 素 炒 

L 凡 田 教 : 1， ___ 庆 未 炒 
1 的 田 数 : 人 、) 多 素 数 
?的 国教 仆 式 人 你 表 才 
7 而 玉 答 个 并 及 和 和 吾 
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从 上 面 的 
率 将 变 得 更 稀少 ，10000 以 内 的 素数 共有 1229 个 ， 由 于 篇 幅 所 限 不 逐一 列 出 ， 下 面 列 出 
1000 以 内 的 168 个 素数 ， 如 图 2-2 所 示 。 


因数 分 解 可 看 出 ，10 以 内 共有 4 个 素数 。 随 着 数据 的 增 大 ， 素 数 的 分 布 频 


23571 13 1 1 232 3 57H 43 4 53 59 bl b7 11 713 17 083 87 97 


101 


103 


ul 2 


307 
401 
503 
bol 
701 


3 


719 


109 113 127 131 137 139 149 151 157 13 Jb7 173 179 181 191 193 197 199 
229 233 239 24] 251 257 2 好 26b7 271 277 281 283 293 

317 331 337 347 347 353 359 36b7 373 377 383 387 397 

421 431 433 439 443 447 457 4bl 4b3 467 477 487 491 499 

523 54) 547 557 5b3 56b? 571 577 587 593 599 

blT bl? 好 | b4l b43 b47 b53 b59 bbl b13 b11 b83 好 

727 733 739 743 751 757 Tel 1759 773 787 797 


807 8ll 821 823 82] 827 839 853 851 857 8b3 811 881 883 8387 


907 ?1 919 929 937 ?41 947 953 ?9b7 3971 977 983 991 997 


图 2-2 


对 图 2-2 所 列 出 的 1000 以 内 的 素数 进行 总 结 , 可 看 出 在 以 100 为 间隔 的 区 间 中 素数 
的 个 数 是 没有 规律 的 ， 其 中 : 
100 以 内 的 素数 有 25 个 ; 
100 一 200 之 间 的 素数 有 21 个 ; 


DOOOOOOODODD 


200 一 300 之 
300 一 400 之 


的 素数 有 16 个 ; 
的 素数 有 16 个 ; 


400 一 500 之 间 的 素数 有 17 个 ; 
500 一 600 之 间 的 素数 有 14 个 ; 
600 一 700 之 间 的 素数 有 16 个 ; 


700 一 800 之 
800 一 900 之 


的 素数 有 14 个 ; 
的 素数 有 15 个 ; 


= 本 


900 一 1000 之 间 的 素数 有 14 个 。 

目前 最 大 的 已 知 素数 是 2”*S151_1 (此 数字 位 长 度 是 17425170)， 它 是 在 2013 年 1 
月 25 日 由 GIMPS 发 现 的 。 该 组 织 还 在 2008 年 8 月 23 日 发 现 了 目前 所 知 第 二 大 的 已 知 
素数 2 2 1 〈 此 数字 位 长 度 是 12978189)。 


2.1.2 ”验证 素数 


在 图 2-2 中 列 出 了 1000 以 内 的 素数 ， 究 竟 这 些 数据 是 不 是 素数 呢 ? 需要 进行 验证 。 
验证 一 个 自然 数 是 否 为 素数 ， 这 个 问题 在 中 世纪 就 引起 了 人 们 的 注意 ， 当 时 人 们 试 
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图 寻找 一 个 公式 一 劳 永 锡 地 解决 问题 ， 到 了 高 斯 时 代 ， 基 本 上 确认 了 简单 的 素数 公式 是 
不 存在 的 ， 因 此 ， 高 斯 认为 对 素性 判定 是 一 个 相当 困难 的 问题 。 从 此 以 后 ， 这 个 问题 吸 
引 了 大 批 数学 家 。 验证 素数 的 算法 可 分 为 两 大 类 ， 即 确定 性 算法 及 随机 算法 ， 如 图 2-3 
所 示 。 


素数 验证 算法 


确定 性 算法 


图 2-3 


确定 性 算法 可 得 出 确定 的 结果 ， 但 通常 算法 较 慢 ， 而 随机 算法 正好 相反 。 通 过 计算 
机 进行 运算 ， 可 解决 算法 较 慢 的 问题 ， 其 算法 的 实现 也 很 简单 。 

确定 性 算法 中 最 常用 的 就 是 试 除法 。 试 除法 是 根据 素数 的 定义 得 出 的 一 种 方法 ， 用 
需要 验证 的 数 W 逐个 除 以 从 2 开始 至 N-1 中 的 所 有 数 ， 若 能 被 某 一 个 数 整除 ,表示 有 一 
个 因数 ， 说 明 数 不 是 素数 ， 若 直到 N-1 都 不 能 被 整除 ， 则 说 明 该 数 是 素数 。 

根据 以 上 思路 ， 可 编写 以 下 的 试 除 法 函数 : 

int is Prime (int n) 

Tr 


EN //1 不 是 素数 ， 参 数 n<=1 时 返回 0 
{ 
return 0; 


} 


tor(i = 27 1 < ny LEE) 
{ 
(0 // 判 断 n 是 否 能 被 整除 
{ 
return 0; 
} 
} 


return 1; 


} 

其 实 ， 可 以 对 素数 的 定义 进行 进一步 的 分 析 。 要 判断 数 六 是 否 为 素数 ， 不 需要 用 NN 
一 直 除 到 N-1 才能 确认 ， 而 只 需要 除 到 Vn 就 可 以 了 。 例 如 ，N=15， 则 能 整除 15 的 除 
数 有 1、3、5， 对 于 除数 5 就 不 用 判断 ， 因 为 被 3 整除 时 其 商 就 是 5， 也 就 表示 入 能 
被 5 整除 了 。 
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因此 , 为 了 减少 循环 判断 的 次 数 ， 提 高 程序 的 执行 效率 ,可 将 函数 is_primeO 〇 进行 修 
改 ， 以 提高 程序 的 效率 。 


从 上 面 的 程序 可 看 到 ， 在 for 循环 中 以 产 与 n 值 进行 比较 ， 就 可 以 显著 地 减少 循环 
的 次 数 ， 从 而 提高 验证 的 效率 。 


2.1.3 ”寻找 素数 的 算法 


通过 验证 方法 可 以 验证 某 个 整数 是 否 为 素数 ， 而 寻找 素数 的 方法 ， 就 是 寻找 在 给 定 
限度 内 的 所 有 素数 排列 。 例 如 ， 要 求 出 1000 以 内 的 所 有 素数 ,就 是 一 个 寻找 素数 排列 的 
问题 。 由 于 已 经 有 上 面 定义 的 is_prime0 函 数 ， 求 出 1000 以 内 所 有 素数 的 方法 就 很 简单 
了 ， 可 以 用 以 下 程序 来 完成 。 
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} 


int main() 
int i,n=0,t=1; 


printf ("1000 以 内 的 素数 排列 : \n") ; 


for (i=2;i<1000;i++) 
{ 
if(is prime (i)) 
{ 
n++; 
Ep 
printf ("$4d",i); // 输 出 素数 
EUE>1T0) // 每 输出 10 个 素数 就 换行 
下 
DrintE(l Nn) 
= 


1 
} 


printf("\n1000 以 内 的 素数 共有 %d 个 \n",n); 


getch(); 
return 0; 


| 
执行 以 上 程序 ， 可 得 到 1000 以 内 的 所 有 素数 列表 ， 如 图 2-4 所 示 。 


r y 
而 CNDev-Cppvuser2-3exe Eh 
heee 以 内 的 票数 排列 : 
2 3 


5 ?7 11 13 17 19 23 29 
31 37 久 43 47 53 59 61 67 ?1 
73 ?9 83 89 97 181 183 187 189 113 
127 131 137 139 149 151 157 163 167 173 
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 
233 239 241 251 257 263 269 27?1 277 281 
283 293 3@7 311 313 317? 331 337 347 349 
353 359 367 373 379 383 389 397 481 489 
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463 
467 479 487 491 499 583 589 521 523 541 
547 557 563 569 5?1 577 587 593 599 6@1 
697 613 617 619 631 641 643 647 653 659 | 
661 673 677 683 691 ?781 789 ?719 727 733 
?39 ?743 ?51 757 ?761 769 773 787 797 889 
811 821 823 827 829 839 853 857 859 863 
877 881 883 887 997 911 919 929 937 941 
947 953 967? 971 977 983 991 997 


teee 以 内 的 素数 共有 168 个 


mi 


4 mh 


图 2-4 


在 上 面 的 代码 中 ， 通 过 is_primeO 函 数 来 验证 指定 区 间 〈2 一 1000) 中 的 每 一 个 数 是 
否 为 素数 ， 而 is_primeO 函 数 中 又 通过 循环 进行 验证 。 这 种 双 循环 会 导致 程序 执行 效率 
不 高 。 

这 时 可 考虑 采用 另 一 种 寻找 素数 的 算法 : 著名 的 Eratosthenes 求 素数 方法 。 下 面 演 
示 如 何 用 这 种 方法 求 100 以 内 的 素数 。 
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Eratosthenes 算法 假设 有 一 个 筛子 , 用 来 存放 2 一 100 之 间 的 所 有 数 , 如 图 2-5 (a) 所 示 。 

由 于 偶数 都 能 被 2 整数 ， 因 此 偶数 都 不 是 素数 (2 除外 )， 则 将 这 些 数 筛 去， 得 到 如 
图 2-5 (b) 所 示 的 数据 〈 设 置 了 背景 色 的 数字 将 被 得 去 )。 

接着 再 将 3 的 倍数 得 去， 得 到 如 图 2-5 (c) 所 示 结 果 。 

接 下 来 继续 将 5 的 倍数 筛 去， 得 到 图 2-5 〈d) 所 示 结 果 。 

最 后 再 将 7 的 倍数 得 去， 得 到 如 图 2-5 Ce) 所 示 结 果 ， 即 可 得 到 100 以 内 的 所 有 素数 。 


2|s|4|5|6|liry|s| sj|ho 2 | 海 § 7 9 
11|12|13|14|15|10|17|18|13|20 11 13 15 17 19 
21|22|23|24|25|26|27|28|29|30 21 23 25 27 29 
31|32|33|3|35|3|37|3|3|40 31 33 35 37 39 
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从 图 2-5 中 可 看 到 , 在 使 用 Eratosthenes 算法 进行 筛选 时 ,只 需要 执行 4 次 筛选 就 完 
成 了 100 以 内 的 素数 的 筛选 ， 效 率 非常 高 。 如 果 要 筛选 的 数据 范围 更 大 ， 由 于 只 需要 选 
择 已 经 筛选 过 的 素数 对 后 面 的 数 进行 筛选 ， 因 此 可 快速 得 选 出 后 面 的 素数 。 

从 图 2-5 中 的 算法 过 程 可 以 看 出 ，Eratosthenes 算法 比试 除法 的 效率 要 高 得 多 。 

根据 图 2-5 中 所 示 的 过 程 编写 相应 的 程序 ， 具 体 代 码 如 下 : 


#include <stdio.h> 


#define MAXNUM 1000 // 求 1000 以 内 的 所 有 素数 
int main() 
{ 
Ln 10 e007 
int prime [MAXNUM+1]; // 定 义 保存 素数 的 数组 
for (i=2;i<=MAXNUM; i++) // 初 始 化 数组 
prime[i]=1; // 标 志 为 1 表示 对 应 的 数 是 素数 
for (i=2; i*i<=MAXNUM; i++) // 循 环 处 理 前 二 个 
{ 
if (prime [i]==1) // 若 为 素数 ， 则 进行 筛选 
{ 
for (j=2*i;j<=MAXNUM; j++) // 得 去 合 数 
{ 
if(!prime[j]) continue; // 是 合 数 ， 则 跳 过 
ES // 数 j 能 被 整除 , 说明 不 是 素数 
prime[j]=0; // 清 除 标 志 
1 
} 
for (i=2; i<MAXNUM; i++) // 输 出 素数 
{ 
if (prime [i]==1) // 是 素数 ， 则 输出 
{ 
Brinen( sad // 输 出 素数 
人 二 天 
ifE (cs10==0) // 每 行 输出 10 个 素数 
printtteNa js 
} 
} 
printf ("\n 共有 %d 个 素数 ! ",c); 
getch(); 
return 0; 


} 
2.1.4 已 被 证 明 的 素数 定理 


自古 以 来 就 有 很 多 数学 家 研究 素数 ， 因 此 ， 得 出 了 许多 与 素数 有 关 的 定理 。 下 面 简 
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单 介绍 一 些 已 被 证 明 的 素数 定理 。 
1. 在 (ww2q] 之 间 必 有 一 个 素数 


在 一 个 大 于 1 的 数 a 和 它 的 2 倍 之 间 ( 即 区 间 (a, 2a] 中 ) 必 存 在 一 个 素数 。 如 图 2-6 
所 示 ， 可 看 到 在 (a, 2a] 区 间 中 都 至 少 包含 一 个 素数 。 
2. 存在 任意 长 度 的 素数 等 差 数 列 
什么 是 等 差 数 列 呢 ? 这 是 一 个 古老 的 数学 课题 。 一 个 数列 从 第 二 项 起 ， 从 后 项 减 去 
前 项 所 得 的 差 是 一 个 相同 的 常数 ， 则 这 个 数列 就 被 称 为 等 差 数列 。 
4 中 有 辫 孝 ? 
和 中 有 素数 
4-: 中 有 素数 f、 1 
5 中 有毒 数 ? 
4 中 有 素数 1、1 
1-14 中 有 素数 由 8 
50~I00 中 有 毒 数 另 、 另 、 昌 …… 


图 2-6 


学 基数 列 : 1、3、5、1 
用 素数 构成 的 等 差 数 列 被 称 为 素数 等 差 数 列 。 例 如 从 5 开始 ， 以 12 为 间隔 常数 ， 
就 可 以 得 到 这 样 的 序列 : 


5、1、29、HN、 另 、5…。 


、 


对 这 个 数列 来 说 ， 只 有 前 5 个 数 是 素数 ， 第 6 个 数 65 能 被 5 整除 ， 不 是 素数 ， 因 
此 ， 在 这 里 得 到 的 是 由 5 个 素数 构成 的 素数 等 差 数 列 : 


还 有 更 长 的 素数 等 差 数 列 吗 ? 当然 有 ， 如 下 面 的 10 个 素数 就 构成 间隔 为 210 的 素 
数 等 差 数 列 : 
1I99、407、 6b19M 829 1039 124、 1459 、 1bb?、 1879、 2089 
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2004 年 4 月 18 日 ,格林 和 陶 哲 轩 两 人 宣布 他 们 证 明了 “存在 任意 长 度 的 素数 等 
差 数 列 ”， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 值 K， 存 在 天 个 成 等 差 级 数 的 素数 。 例 如 K=3， 有 素数 
序列 3、5、7 (两 数 之 间 差 2)……… K=10， 有 素数 序列 199、409、619、829、1039、1249、 
1459、1669、1879、2089〔( 两 数 之 间 差 210)。 他 们 将 长 达 50 页 的 论文 《素数 含有 
任意 长 度 的 等 差 数 列 》 张 贴 在 当日 的 预 印 本 网 站 上 ， 并 向 《美国 数学 年 鉴 》(4nnals of 
Mathematics) 投稿 。 

这 是 一 项 惊人 的 成 就 ， 他 们 的 发 现 揭示 了 素数 中 存在 的 某 种 规律 。 他 们 的 证 明 立 即 
在 国际 学 术 界 引起 码 动 。 

3. 其 他 已 证 明 的 素数 定理 


已 证 明 的 素数 定理 还 包括 以 下 几 项 ; 

口 一 个 偶数 可 以 写成 两 个 数字 之 和 ， 其 中 每 一 个 数字 最 多 只 有 9 个 质 因 数 。 

口 一 个 偶数 必定 可 以 写成 一 个 质数 加 上 一 个 合 数 ， 其 中 的 因子 个 数 有 上 界 。 

口 一 个 偶数 必定 可 以 写成 一 个 质数 加 上 一 个 最 多 由 5 个 因子 所 组 成 的 合 数 。 后 来 ， 
有 人 简称 这 个 结果 为 〈1+5) 。 

口 一 个 充分 大 偶数 必定 可 以 写成 一 个 素数 加 上 一 个 最 多 由 2 个 质 因 子 所 组 成 的 合 
数 ， 简 称 为 (1+2) 。 


2.2 迹 生 素数 


我 们 知道 ， 素 数 在 自然 数 中 的 比例 很 少 ， 而 挛 生 素数 就 更 少 了 。 那 么 ， 什 么 是 挛 生 
素数 ? 挛 生 素数 有 什么 特点 呢 ? 


2.2.1 什么 是 挛 生 素数 


所 谓 挛 生 素数 ， 是 指 间隔 为 2 的 相 邻 素数 ， 它 们 之 间 的 距离 已 经 近 得 不 能 再 近 了 ， 
就 像 挛 生 兄 弟 一 样 ， 因 此 被 称 为 挛 生 素数 ， 也 称 为 双生 素数 。 

例如 ， 素数 3 和 5， 其 间距 为 2， 就 是 一 组 挛 生 素数 。100 以 内 的 挛 生 素数 还 有 5 与 
7 19; 29 上 与 317 机 与 237. 595617 允 与 网 5 


(37 和 G&G OD 3) 0 
(QF WY GO) Ga (13) 
100 以 内 的 挛 生 素数 共有 8 对 ， 不 过 ， 随 着 数字 的 增 大 ， 杰 生 素数 的 分 布 变 得 越 来 


越 稀 疏 ， 寻 找 挛 生 素数 也 变 得 越 来 越 困 难 。 那 么 会 不 会 在 超过 某 个 界限 之 后 就 再 也 不 存 
在 挛 生 素数 了 了 呢 ? 
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2.2.2” 李 生 素数 的 公式 


对 于 自然 数 2 与 CH2， 若 都 不 能 被 小 于 VO+ 2 的 任何 素数 整除 ， 则 2 与 2+2 就 构 
成 一 对 挛 生 素数 。 这 句 话 可 以 用 以 下 公式 表达 : 
A=PM+B 
=PM,+B, 


=PNM+B. 


以 上 公式 中 ，P1、P,、Pi 表 示 从 小 到 大 的 顺序 素数 2、3、5、7…… ;B20 有 六 A 
Pr-2， 若 Q<(Pkn) -2， 则 2 与 0+2 是 一 对 挛 生 素数 。 也 就 是 说 ， 将 数 2 分 解 后 ， 最 小 
剩余 不 能 为 0 和 Pj-2, 例如 CO 不 能 是 2M，3M+1，5MH+3，7TNMH5……，PM 2， 和 否则 O+2 
就 是 合 数 。 

看 一 个 例子 吧 。 假 设 O=29， 可 分 解 为 以 下 算式 : 


29=2 X 14+]| (2M+1) 
=》X ?7+2 3M+2) 
=5 X 5+4 (5M+4) 
由 于 V29+2 的 结果 取 整 后 为 5， 因 此 ， 在 上 式 中 只 按 公 式 分 解 到 5 为 止 一 共有 3 
项 ( 即 好 3), 每 项 的 B 值 都 不 为 0, 是 Bi; 的 每 一 项 不 等 于 Pr-2。 因 此 , 可 得 到 29 与 29+2 


是 一 对 挛 生 素数 。 
上 式 也 可 使 用 同 余 式 来 表达 : 


4 三 2=14 伞 1 
4 二 3=9 伸 ) 
A 二 5-5 分 4 


根据 中 国 剩余 定理 ， 对 于 给 定 的 余数 ， 在 除数 为 素数 的 范围 内 有 唯一 的 解 。 例 如 在 
上 式 中 ， 除 数 为 2、3、5 时 余数 也 知道 了 ， 因 此 就 可 以 推算 出 2 的 值 为 29。 


2.2.3 ”中 国 剩余 定理 


什么 是 中 国 剩余 定理 呢 ? 先 来 看 一 则 中 国民 间 的 传说 故事 一 一 “韩信 点 兵 ”。 
秦 朝 末年 ， 楚 汉 相 争 。 一 次 ， 韩 信 将 1500 名 将 士 与 楚 王 大 将 李 锋 交战 。 苦 战 一 场 ， 
楚 军 不 敌 ， 败 退回 营 ， 汉 军 也 死伤 四 五 百人 ， 于 是 韩信 整顿 兵 马 也 返回 大 本 营 。 当 行 至 
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一 山坡 ， 忽 有 后 军 来 报 ， 说 有 楚 军 骑兵 追 来 。 只 见 远 方 尘土 飞扬 ， 杀 声 震 天 。 汉 军 本 来 
已 十 分 疲惫 ， 这 时 队伍 大 哗 。 韩 信 兵 马 到 坡 顶 ， 见 来 敌 不 足 五 百 骑 ， 便 急速 点 兵 迎 敌 。 
他 命令 士兵 3 人 一 排 ， 结 果 多 出 2 名 ; 接着 命令 士兵 5 人 一 排 ， 结 果 多 出 3 名 ; 他 又 命 
令 士兵 7 人 一 排 ， 结 果 又 多 出 2 名 。 韩 信 马 上 向 将 士 们 宣布 : 我 军 有 1073 名 勇士 , 敌人 
不 足 500， 我 们 居高临下 ， 以 众 击 寒 ， 一 定 能 打败 敌人 。 汉 军 本 来 就 信服 自己 的 统帅 ， 
这 一 来 更 相信 韩信 是 “神仙 下 凡 ”、“ 和 神机妙算 "。 于 是 士气 大 振 。 一 时 间 旋 旗 摇 动 ， 鼓 声 
喧 天 ， 汉 军 步 步 紧 允 ， 楚 军 乱 作 一 团 。 交 战 不 久 ， 楚 军 大 败 而 逃 。 

韩信 是 怎么 知道 军队 有 1073 名 士兵 的 呢 ? 

对 于 这 个 问题 ， 可 将 其 描述 为 一 个 数学 问题 ， 就 是 : 一 个 数 除 以 3 余 2， 除 以 5 余 
3， 除 以 7 余 2， 求 这 个 数 是 多 少 ? 

先 列 出 除 以 3 余 2 的 数 : 


2, 5 8, 1, 14, 17, 20, 23, 2b, ~ 

青 列 出 除 以 5 余 3 的 数 : 

3 
在 这 两 列 数 中 ， 首 先 出 现 的 公共 数 是 8，3 与 5 的 最 小 公 倍 数 是 15， 两 个 条 件 合 并 

成 一 个 就 是 : 
B+15 X 
将 n 分别 取 1、2、3、… 即 可 得 到 数列 : 
0 2 Os 

再 列 出 除 以 7 余 2 的 数 : 

2 9 be 930s 


可 以 看 出 ， 符 合 题目 条 件 的 最 小 数 是 23。 

也 就 是 说 ， 我 们 已 把 题目 中 三 个 条 件 合并 成 一 个 : 该 数 除 以 105 余 23。 

由 于 汉 军 原 有 士兵 1500 人 ， 和 死伤 四 五 百人 ， 即 剩余 的 士兵 应 为 1000 余人 ， 即 可 得 
到 士兵 的 总 数 : 


105 x 10+23=1073 
2.2.4” 杰 生 素数 分 布 情况 


我 们 知道 ， 素 数 本 身 的 分 布 是 随 着 数字 的 增 大 而 越 来 越 稀疏 ， 不 过 幸运 的 是 ， 早 在 
古 希 腊 时 代 ， 欧 几 里 得 〈Euclid) 就 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 。 长 期 以 来 人 们 猜测 挛 生 素 
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数 也 应 该 有 无 穷 多 组 ， 可 是 该 怎么 验证 这 个 猜想 呢 ? 


对 于 程序 员 来 说 ， 当 然 是 想 编 写 程序 来 查找 素数 和 这 生 素数 。 当 然 ， 由 于 计算 机 位 
数 的 限制 ， 所 表示 的 整数 范围 是 有 限 的， 如果 要 找 出 更 多 的 素数 或 挛 生 素数 ， 需 要 另外 
编写 大 整数 处 理 的 相关 功能 。 

由 于 篇 幅 限 制 ， 本 书 将 不 介绍 大 整数 方面 的 功能 ， 下 面具 列 出 一 个 简单 的 求解 挛 生 
素数 的 程序 。 在 程序 中 ， 将 先 筛选 出 素数 ， 然 后 在 素数 中 再 筛选 出 挛 生 素数 。 

#include <stdio.h> 


#define MAXNUM 10000 
int main() 


{ 


} 


long i,j,c=0,twin=2,t=0; 

char prime [MAXNUM+1]; 

prime[0]=0; 

prime[1]=0; 

for (i=2;i<=MAXNUM; i++) 
prime[i]=1; 


for (i=2;i*i<=MAXNUM; i++) 
{ 
if (prime [i]==1) 
{ 
for (j=2*i;j<=MAXNUM; j++) 
if(!prime[j]) continue; 
if(jsi==0) 
prime[j]=0; 


} 


// 统 计 素 数 数量 
for (i=2; i-<MAXNUM; i++) 
{ 
if (prime[i]==1) 
{ 
ctt; 
if (i-2==twin) 


{ 


printf("(%d,%d) "“,twin,i); 


二 


if(t%5==0) printf("\n"); 


lL 


twin=i; 


} 


Printf("\n 共有 sd 个 素数 ，%qd 对 挛 生 素数 ! ",c,t); 


getch () 
return 0; 


// 求 10000 以 内 的 所 有 素数 


// 定 义 保存 素数 的 数组 


// 初 始 化 数组 

// 标 志 为 1 表示 对 应 的 数 是 素数 
// 筛 选 合 

// 若 为 素数 

// 筛 去 合 数 


// 数 j 能 被 整除 ,说明 不 是 素数 
// 清 除 标志 


// 是 挛 生 素数 


执行 以 上 程序 ， 将 得 到 如 图 2-7 所 示 的 结果 。 从 结果 中 可 以 看 到 ， 在 10000 以 内 共 
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有 1229 个 素数 ， 而 挛 生 素数 只 有 205 对 。 
厨 w cppw0 so TT 了 eel | 


(3389 .3391》 《3461-3463》 《3467-3469》《3527-3529》《3539-3541》> <^ 
(355?7-3559》《〈3581-3583》《〈36?1-3673》《〈3767.3769》〈3821-3823> 
(3851-.3853》《〈391?7-3919》《3929.3931》《〈4981 .4983》《〈4919 -4921> 
(4649 .4951》 ¢4891.4893> 《4127.4129》《〈4157-4159》《〈4217-4219》 
(4229 .4231》《〈4241-4243》 《4259 .4261》《〈4271.4273》《〈4337-4339> 
(4421-.4423》 《4481-4483》 (4517,.4519> (4547.4549> (4637.4639> 
(4649 -4651》〈4721-4723》 C4787,4789》 C4799,48@1> (4931.4933》 
4967.4969> “5889.5811> 《5821,.5823> (5899,.5181> 《5231,.5233》 
(C5279.5281> ¢5417.5419> 《5441.5443> 《5477.5479> (5581.5583> 
(5519,.5521> 《5639,5641> 《S651,5653> (5657,5659> 《5741,5743> 
(5849 .5851》《〈5867-5869》 《5879,.5881》> (6889.6891> 《6131-6133》 
(C6197,.6199> 《6269,.6271> ¢6299,.6381> ¢6359,6361> (6449.6451> 
(6551.6553> 《6569,.6571> ¢6659,6661> (6689,.6691> 《6781.6783> 
(C6761.6763> ¢6779.6781> 《6791.6793> ©6827.6829> (6869.6871> 
|¢6947.6949> 《6959.6961> 《7127,7129> C7211,7213> 《7387,.7389>》 
3 《7349 -7351》《?7457.7459》 《7?7487-7489》《7547-7549》 
|(2559. ?7561》〈《?589-7591》《7757.7759》《〈7877.7879》《〈7949 -79517> 
(C8809.8811> “8887,.8889> 《8219 .8221》《〈8231-.8233》《〈82931-.8293> 
《8387-8389》〈8429-8431》 《8537-8539》《8597-8599》《〈8627-8629》> 
8819,.8821> ¢8837,8839> (8861,8863> (8969,8971> ¢8999,9861> 
9811.9813> 《9841.9843> (9239,.9241》 (C9281.9283》¢《9341.9343》 
(C9419.9421> C9431,.9433> (9437,9439> (9461,.9463> 《9629.9631> 
|(9677.9679》《9?19.9721》《9767.9769》 《985?7-.9859》《9929.9931> 


| 共有 1229 个 素数 ，285 对 蛮 生 素数 ! 


4 加 


图 2-7 


在 上 面 的 程序 中 ， 常 量 MAXNUM 定义 为 10000， 即 可 求 出 10000 以 内 的 素数 ， 如 
果 将 MAXNUM 定义 为 更 大 的 常量 值 ， 则 可 求 出 更 多 的 素数 和 挛 生 素数 。 当 然 要 注意 ， 
由 于 计算 机 中 变量 表示 范围 及 程序 栈 空间 大 小 的 限制 ，MAXNUM 定义 的 数据 大 小 是 有 
限 的 。 


2.3 使 用 素数 的 RSA 算法 


RSA 公 钥 加 密 算法 是 第 一 个 既 能 用 于 数据 加 密 也 能 用 于 数字 签名 的 算法 。 它 易于 理 
解 和 操作 ， 也 十 分 流行 。RSA 算法 就 是 素数 的 典型 应 用 。 下 面 简单 介绍 一 下 RSA 算法 ， 
要 完整 地 实现 RSA 算法 , 需要 较 长 的 代码 ， 本 书 就 不 给 出 相应 的 程序 了 ,而 是 重点 介绍 
RSA 的 概念 、 原 理 和 实现 的 过 程 。 


2.3.1 什么 是 RSA 


在 计算 机 中 常用 的 加 解密 技术 分 为 两 类 ， 即 对 称 加 密 和 非 对 称 加 密 。 
在 对 称 加 密 技术 中 ， 对 信息 的 加 密 和 解密 都 使 用 相同 的 密 钥 Key， 如 图 2-8 所 示 ， 
也 就 是 说 使 用 同一 个 密 钥 Key 对 数据 进行 加 密 和 解密 。 这 种 加 密 方 法 可 简化 加 解密 的 处 
理 过 程 ， 信 息 交 换 双 方 都 不 必 彼此 研究 和 交换 专用 的 加 解密 算法 。 如 果 在 交换 阶段 ， 密 
钥 Key 没有 泄露 ， 那 么 加 密 数 据 的 机 密 性 和 报 文 完整 性 就 可 以 得 到 保证 。 
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对 称 加 密 技术 虽然 简单 ,但 存在 一 些 不 足 ， 由 于 加 密 、 解 密 都 需要 使 用 同一 个 Key， 
这 样 ， 信 息 传送 双方 都 要 接触 到 这 个 Key， 密 钥 Key 更 容易 泄露 。 


明文 
| 第 文 
使 创 mm 
| 
下 
BE 
明文 


图 2-8 


而 非 对 称 加 密 (又 称 为 公开 密 钥 加 密 〉 中 ， 不 再 只 有 一 个 密 钥 Key 了 。 在 非 对 称 加 
密 算法 中 ， 密 钥 被 分 解 为 一 对 ， 一 个 称 为 公开 密 钥 (简称 公 钥 PK)， 另 一 个 称 为 私有 密 
钥 ( 简 称 私 钥 SK)。 对 于 公 钥 ， 可 以 通过 非 保密 方式 向 他 人 公开 ， 而 私 钥 则 由 解密 方 保 
存 ， 不 用 对 别人 公开 。 

发 送信 息 的 一 方 通过 公 钥 对 数据 进行 加 密 ， 然 后 发 送 给 接收 方 。 接 收 方 通过 私 钥 对 
密 文 进行 解密 ， 加 、 解 密 的 过 程 如 图 2-9 所 示 。 


公 Nm 

和 负 久 
人 
区 


图 2-9 


由 于 非 对 称 加 密 方式 可 以 使 通信 双方 无 须 事先 交换 密 钥 就 可 以 建立 安全 通信 ， 因 此 
被 广泛 应 用 于 身份 认证 、 数 字 签 名 等 信息 交换 领域 。 

非 对 称 加 密 体系 一 般 是 建立 在 某 些 已 知 的 数学 难题 之 上 ， 是 计算 机 复杂 性 理论 发 展 
的 必然 结果 。 最 具有 代表 性 的 非 对 称 加 密 方 式 是 RSA 公 钥 密码 体制 。 


2.3.2 ”RSA 算法 基础 
在 RSA 算法 中 ， 最 基础 的 一 个 定理 就 是 RSA 定理 ， 这 个 定理 描述 如 下 : 
若 已 和 @ 是 两 个 相 异 质数 ， 另 有 正 整数 尺 和 MM， 其 中 1 的 值 与 (P1)(O- 1) 的 值 


互 质 ， 并 使 得 (RM)mod(P-1)(O-1)=1。 有 正 整 数 4， 且 4<PO， 设 : 


=44 mod PA 
B=C” Mod PA 
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则 有 : 4=B 

在 以 上 描述 中 mod 表示 取 余 的 运算 。 

在 RSA 算法 中 还 引用 了 很 多 定理 , 详细 介绍 的 话 需要 很 大 篇 幅 , 这 里 就 不 逐一 介绍 
了 。 下 面 介绍 一 下 RSA 算法 的 基础 操作 步骤 。 


1. 生成 公 钥 和 私 钥 


生成 公 钥 PK 和 私 钥 SK 的 步骤 如 下 。 

(1) 随意 选择 两 个 大 的 素数 已 和 QO，P 不 等 于 0。 

(2) 将 P、Q 两 素数 相 乘 得 到 一 个 数 W， 即 N=PO。 

(3) 将 P、@ 分 别 减 1， 再 相 乘 ， 得 到 一 个 数 T， 即 六 (P-1) (O-1)。 

(4) 选择 一 个 整数 E, 作为 一 个 密 钥 , 使 E 与 7 互 质 ( 即 E 与 7 的 最 大 公约 数 为 1 )， 
并 且 五 必须 小 于 T。 

(5) 根据 公式 DE mod 7=1， 计 算出 DD 的 值 ， 作 为 另 一 个 密 钥 。 

(6) 通过 以 上 步骤 计算 得 出 N、E、D 这 3 个 数据 ， 其 中 (N、E) 作为 公 钥 ，(N、 
D) 作为 私 钥 ( 当 然 也 可 以 将 公 钥 和 私 钥 互 换 )。 

(7) 生成 公 钥 和 私 钥 后 ， 就 可 以 将 公 钥 对 外 发 布 了 ， 如 图 2-10 所 示 。 


选择 素数 P 4 


-PR 


7=(P-1)(&-1) 


了 
选 返 民 T 昌 EDzl 


y 
由 和 E Mod Tsl 香 出 7 


y 
得 到 公 钢 WE)、 和 和 饮 WD) 


图 2-10 


2. 用 公 钥 加 密 信息 


发 送信 息 的 一 方 收 到 公 钥 PK 后 ， 就 可 以 通过 公 钥 PK 对 数据 进行 加 密 。 加 密 的 操 
作 步 又 如 下 ， 其 中 明文 为 M， 加 密 后 得 到 的 密 文 为 C， 公 钥 为 (N，E)。 


明文 : M 
DD 做 : ME mod N=C 
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3. 用 私 钥 解 密 信息 


接收 方 持 有 私 钥 (N，D)， 在 接收 到 密 文 C 后 ， 即 可 通过 私 钥 进行 解密 ， 得 到 明文 
M。 解 密 的 过 程 如 下 : 


2.3.3 RSA 算法 实践 
了 解 RSA 算法 生成 密 钥 、 加 密 、 解 密 的 过 程 之 后 ， 接 下 来 进行 一 次 RSA 算法 的 模 
拟 操作 ， 进 一 步 了 解 RSA 算法 的 使 用 过 程 。 
1 生成 公 钥 和 私 钥 
生成 公 钥 PK 和 私 钥 SK 的 过 程 如 下 : 
HZP=11, Q=13 
M') N=PQ=I] X 13=143 
T=(P-1)(Q-1)=10 x 12=120 
HZE=1 
BPXE nd T=1 
DXx1 md 120 = 1 
和 7 了 =103 


由: 公 钢 443,D， 和 ee 和 (143,103) 


2. 用 公 钥 加 密 


有 了 公 钥 ， 就 可 方便 地 进行 数据 加 密 了 。 在 上 面 这 个 例子 中 的 公 钥 为 143，7)， 
私 钥 为 (143，103)， 由 于 是 手工 计算 , 为 了 使 计算 的 数据 量 小 一 点 ， 因 此 将 公 钥 与 私 钥 
进行 交换 ， 即 公 钥 使 用 (143，103)， 而 私 钥 则 使 用 (143，7)。 设 明文 为 2， 则 加 密 过 
程 如 下 : 
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明文 : M = 2 

DD 窗 : C= MmodN 
= 2 mod 143 
= 10141204801825835211913b25b43008 mod 143 
= 多 


喀 又 下放 写 涡 


3. 用 私 钥 解 密 
收 到 密 文 C( 这 里 为 63) 后 ， 则 可 以 通过 私 钥 (143，7) 进行 解密 ， 解 密 过 程 如 下 : 


帘 文 : C= 

解 寅 : M= @ nodn 
= b3’ mod 143 
= 39389806391b] mod 143 
= 2 

明文 : M = 12 


从 以 上 生成 密 钥 、 加 密 、 解 密 的 过 程 可 以 看 出 ， 虽 然 我 们 这 里 只 使 用 了 两 个 小 的 素 
数 11 和 13， 但 其 计算 量 却 很 大 ， 特 别 是 在 加 密 和 解密 过 程 中 ， 需 要 进行 早 运 算 ， 得 到 
的 结果 将 是 一 个 非常 大 的 整数 。 在 实际 应 用 中 ，P、Q 要 取 很 大 值 的 素数 ， 则 得 到 的 NN、 
D、E 值 也 将 很 大 ， 所 以 在 加 密 、 解 密 过 程 中 的 蝴 运 算 结果 将 更 大 ， 通 过 C 语言 (或 其 
他 程序 设计 语言 ) 提供 的 基本 数据 类 型 已 经 没 办 法 保存 这 么 大 的 数 了 。 

因此 , 在 RSA 算法 中 ， 虽 然 过 程 很 简单 ， 但 需要 编写 程序 处 理 大 整数 ， 包 括 大 整数 
的 加 、 减 、 乘 、 除 、 究 运算 等 。 


2.3.4 RSA 应 用 : 数字 签名 


RSA 的 典型 应 用 就 是 数字 签名 技术 。 

数字 签名 技术 是 实现 交易 安全 的 核心 技术 之 一 ， 它 的 实现 基础 就 是 RSA 加 密 技术 。 
在 这 里 ， 我 们 介绍 数字 签名 的 基本 原理 。 

以 往 的 书信 或 文件 是 根据 亲笔 签名 或 印章 来 证 明 其 真实 性 的 。 但 在 计算 机 网 络 中 传 
送 的 报 文 叉 如 何 盖 章 呢 ? 这 就 是 数字 签名 所 要 解决 的 问题 数字 签名 必须 保证 以 下 几 点 : 
口 接收 者 能 够 核实 发 送 者 对 报 文 的 签名 ; 
口 发 送 者 事后 不 能 抵赖 对 报 文 的 签名 ; 
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口 接收 者 不 能 伪造 对 报 文 的 签名 。 

现在 已 有 多 种 实现 数字 签名 的 方法 ， 但 采用 公开 密 钥 算 法 要 比 常规 算法 更 容易 实 
现 。 下 面 就 来 介绍 这 种 数字 签名 。 

发 送 者 A 用 其 私密 密 钥 SKA 对 报 文 M 进行 运算 ， 将 结果 DSKA (M) 传送 给 接收 
者 B。 接收 者 B 用 已 知 的 A 的 公开 密 钥 得 出 EPKA (DSKA (M)) =M， 如 图 2-11 所 示 。 


| RSA 和 6 和 | RSA 公 件 
敌 名 J5kAM) -> C 


2 EPKA(O->M ， 


图 2-11 


因为 除 A 外 没有 别人 能 具有 A 的 私密 密 钥 SKA， 所 以 除 A 外 没有 别人 能 产生 密 文 
DSKA (M)。 这 样 ， 报 文 M 就 被 签名 了 。 用 私 钥 加 密 后 的 密 文 发 送 给 对 方 ， 对方 只 能 用 
持 有 的 公 钥 进行 解密 ， 以 实现 核实 发 送 者 对 报 文 的 签名 。 

假若 用 户 A 要 抵赖 曾经 发 送 过 报 文 给 用 户 B。 用 户 B 可 将 M 及 DSKA (M) 出 示 
给 第 三 方 。 第 三 方 很 容易 用 PKA 去 证 实用 户 A 确实 发 送 消息 M 给 用 户 B。 反 之 ， 如 果 
是 用 户 B 将 M 伪造 成 M'， 则 用 户 B 不 能 在 第 三 方面 前 出 示 DSKA (M')。 这 样 就 证 明 
用 户 B 伪造 了 报 文 。 可 以 看 出 ， 实 现 数字 签名 也 同时 实现 了 对 报 文 来 源 的 鉴别 。 


2.3.5 RSA 被 破解 的 可 能 性 


加 密 与 破解 是 一 对 矛盾 ， 再 强 的 加 密 方法 ， 总 有 被 破解 的 一 天 。RSA 算法 是 否 安全 
呢 ? 是 否 能 被 很 轻松 地 破解 呢 ? 
RSA 是 被 研究 得 最 广泛 的 公 钥 算法 ， 从 提出 到 现在 经 历 了 各 种 攻击 的 考验 ， 逐 渐 为 
人 们 接受 ， 被 普遍 认为 是 目前 最 优秀 的 公 钥 方案 之 一 。 
RSA 的 缺点 主要 有 以 下 两 点 : 
口 产生 密 钥 很 麻烦 ， 受 到 素数 产生 技术 的 限制 ， 因 而 难以 做 到 一 次 一 密 。 
口 分 组 长 度 太 大 ， 为 保证 安全 性 ，N 至 少 也 要 600 比特 二 进 制 位 以 上 ， 使 运算 代 
价 很 高 ， 尤 其 是 速度 较 慢 ， 较 对 称 密 码 算法 慢 几 个 数量 级 ; 且 随 着 大 数 分 解 技 
术 的 发 展 ， 这 个 长 度 还 在 增加 ， 不 利于 数据 格式 的 标准 化 。 目 前 ，SET 协议 中 
要 求 CA 采用 2048 比特 二 进 制 位 长 的 密 钥 ， 其 他 实体 使 用 1024 比特 的 密 钥 。 
根据 前 面 的 运算 过 程 可 看 出 ，RSA 算法 的 安全 性 依赖 于 大 数 分 解 。 公 钥 和 私 钥 都 是 
两 个 大 素数 (大 于 100 个 十 进 制 位 ) 的 函数 。 据 猜测 ， 从 一 个 密 钥 和 密 文 推断 出 明文 的 
难度 等 同 于 分 解 两 个 大 素数 的 积 。 
RSA 的 安全 性 在 于 对 于 一 个 大 数 N, 没有 有 效 的 方法 能 够 将 其 分 解 , 从 而 在 已 知 (N， 
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D) 的 情况 下 无 法 获得 E; 同样 在 已 知 (N，E) 的 情况 下 无 法 求 得 D。 

在 本 节 前 面 演示 RSA 加 密 算 法 时 ，P、Q 的 取 值 很 小 ， 使 得 N 的 值 也 很 小 ， 当 得 知 
CN，E) 可 以 很 容易 地 被 破解 计算 出 D， 根 本 不 能 保障 安全 性 ! 

这 里 选择 小 的 P、Q 是 因为 通过 手工 计算 ， 太 大 的 数 没 办 法 处 理 ， 而 在 实际 应 用 中 
必须 选择 较 大 的 P、Q， 使 得 计算 出 的 N 足够 大 ， 这 样 不 容易 被 破解 。 当 然 ， 随 着 计算 
机 运算 速度 的 提高 ， 被 破解 的 可 能 性 也 就 变 大 了 。 现 在 小 于 1024 位 的 N 已 经 被 证 明 是 
不 安全 的 ， 因 此 不 应 使 用 小 于 1024 位 的 RSA， 最 好 是 使 用 2048 位 的 N。 

例如 ， 下 面 是 一 个 1024 位 的 N 值 及 D 和 王 值 : 


N=0x328C74784DF31119C526D18093EBEBB943B0032B599CEE13CC2BCE7B5FCD15F70B 
bbEC3A85F5005DBDCDEDIBDFCB3C4C2b5AFIb 4AD558 384 了 8278F791CTAbBFDAD5 
5EBC4FO1TF7CCF153 8D4C2013433B383B41D80ECT4B5121bCA05B5Db34bB?EESA 
237BETABFB36E37108DD404338?41D2EDI73CCA50EI14705D7E2BC511951 

了 =0xl0001 

E=0xET40A3804ACDEIE3E3D7DCO197F?CEF6282EF552E3CEBBB7434B01CB1I9A?D 87 
A3I0bDD28C523C29954C5D BbB3bE?43080E4919CABCEO0 811 3C3B09308b1A? GFb? 
5EB?EA?200B2590bD91B G0A41BI1324EbbAFF2C4DI0D3BICb?C50A?D 8B4BTA3CIE 
E05FFF3AIbAFC023131D80b341b3DAIDCABE? 8bIA4189BD1 82A572D2B19b5 

怎么 样 , 看 着 这 么 长 的 N 值 头痛 了 吧 (1024 比特 二 进 制 位 是 256 位 16 进 制 数 )。 这 

么 长 的 数 不 要 说 用 手工 计算 ， 就 是 用 计算 机 来 计算 ， 也 需要 专门 编写 处 理 大 整数 运算 的 

相关 方法 ， 才 能 进行 处 理 。 

当 将 N 值 取 为 2048 比特 二 进 制 位 时 ， 则 计算 量 将 更 大 ， 从 而 就 可 保障 密 文 的 安全 。 

当 计算 机 速度 更 快 ， 能 较 快 破解 密 文 时 ， 还 需要 将 N 值 取 得 更 大 。 


2.4 哥 德 巴赫 猜想 


说 到 素数 的 相关 知识 ， 就 离 不 开 哥 德 巴赫 猜想 。 本 节 简 单 介绍 哥 德 巴赫 猜想 的 相关 
内 容 ， 了 解 什么 是 哥 德 巴赫 猜想 ， 怎 么 进行 哥 德 巴赫 猜想 验证 。 


2.4.1， 哥 德 巴赫 猜想 是 什么 


1742 年 ， 在 给 网 拉 的 信 中 ， 哥 德 巴赫 提出 了 以 下 猜想 : 
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任 一 大 于 :的 整数 都 可 写成 三 个 质数 二 和 ， 
现今 数学 界 已 经 不 使 用 “1 也 是 素数 ”这 个 约定 ， 当 初 猜想 的 现代 陈述 为 : 
任 一 大 于 5 的 整数 都 可 写成 三 个 抽 数 和 和 ， 
欧 拉 在 回信 中 也 提出 另 一 等 价 版 本 ， 即 : 
任 一 大 于 :9) 偶数 都 避 写 成 而 个 质数 之 和 ， 
今日 常见 的 猜想 陈述 为 欧 拉 的 版 本 ， 把 命题 : 


任 一 充分 大 的 偶数 ， 都 可 以 表示 所 力 一 
个 素 因 子 个 数 和 不 超过 :个 的 数 与 另 一 个 素 因 
了 个 数 不 直 过 b 个 的 教 Z 和 , 记 作 ”hb ， 


Ea 


1966 年 ， 我 国 的 陈景润 证 明了 “1+2” 的 成 立 ， 即 : 


任 一 充分 大 擅 保 数 都 可 以 表示 成 二 
个 素数 的 和 ， 芭 显 一 个 素数 和 一 个 丰 素 
数 抱 和 ， 


对 于 哥 德 巴赫 猜想 的 实际 验证 表明 ， 至 少 4 一 10” 以 下 的 偶数 都 能 表示 成 两 个 素数 
之 和 。 很 多 时 候 ， 偶 数 表 示 成 两 个 素数 和 的 方法 还 不 止 一 种 ， 例 如 : 


18=5+13 
=]+1] 
b4=3+b] 
=5+59 
=|1+53 
= 中 二 47 
=23 十 4 


大 数学 家 欧 拉 相信 这 个 猜想 是 正确 的 ， 但 他 不 能 证 明 。 

叙述 如 此 简单 的 问题 ， 连 欧 拉 这 样 首屈一指 的 数学 家 都 不 能 证 明 ， 这 个 猜想 便 引 起 
了 许多 数学 家 的 注意 。 从 哥 德 巴赫 提出 这 个 猜想 至 今 , 许多 数学 家 都 不 断 努 力 想 攻克 它 ， 
但 都 没有 成 功 。 
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为 什么 说 没有 成 功 呢 ? 由 于 在 数列 中 ， 某 一 个 数 是 否 为 素数 是 没有 规律 的 ， 只 能 ; 
个 推算 。 而 对 于 一 个 很 大 的 整数 ， 要 求 出 其 等 于 两 个 素数 之 和 ,其 计算 量 是 非常 巨大 的 ， 
例如 ， 要 求 1 万 位 或 10 万 位 的 整数 是 否 等 于 两 个 素数 之 和 ， 不 要 说 手工 计算 ， 就 是 用 计 
算 机 来 推算 , 其 程序 设计 的 工作 量 都 显得 很 复杂 , 需要 处 理 大 量 的 数据 存储 和 转换 过 程 。 
当然 ， 对 于 一 些 比 较 小 的 整数 ， 则 可 以 很 容易 地 求 出 来 其 等 于 两 个 素数 之 和 。 


2.4.2 ”数值 验证 


与 不 少数 学 猜想 一 样 ， 数 值 上 的 验证 也 是 哥 德 巴赫 猜想 的 重要 一 环 。 

1938 年 ， 尼 尔 斯 。 皮 平 (Nils Pipping) 验证 了 所 有 小 于 10 的 偶数 。 

1964 年 ， M . 工 。 斯 坦 恩 和 了 .有 .斯坦 恩 验 证 了 小 于 107 的 偶数 。 

1989 年 ，A。 格 兰 维尔 将 验证 范围 扩大 到 2X 10”。 

1993 年 ，Matti K. Sinisalo 验证 了 4X102 以 内 的 偶数 。 

2000 年 ，Jorg Richstein 验证 了 4X10" 以 内 的 偶数 。 

至 2012 年 2 月 为 止 ， 数 学 家 已 经 验证 了 3.5X108 以 内 的 偶数 ， 在 所 有 的 验证 中 ， 
没有 发 现 偶数 哥 德 巴赫 猜想 的 反例 。 

虽然 不 是 数学 家 ， 但 身 为 程序 员 的 我 们 也 可 进行 一 翻 哥 德 巴赫 猜想 的 验证 ， 例 如 : 

首先 检验 : 6=3+3; 

接着 检验 : 8=3+5; 

接着 检验 : 10=5+5; 

下 面 利用 计算 机 的 快速 计算 能 力 ， 编 写 程序 验证 哥 德 巴赫 猜想 。 

对 于 哥 德 巴赫 猜想 的 验证 ， 算 法 很 简单 ， 其 基本 思路 是 : 设 N 为 大 于 等 于 6 的 一 个 
偶数 ， 可 将 其 分 解 为 Ni 和 N; 两 个 数 ， 分 别 检查 Ni 和 N; 是 否 为 素数 ， 如 都 是 ， 则 在 该 
数 中 得 到 验证 。 若 Ni 不 是 素数 ， 就 不 必 再 检查 Nz 是 否 素数 。 先 从 Ni=2 开始 ， 检 验 Ni 
和 Nz (N=N-N1) 是 否 素数 。 然 后 是 Ni+2， 再 检验 N1、N; 是 否 素数 ……， 直 到 N=N/2 
为 正 。 

为 了 提高 程序 的 效率 ， 可 对 程序 进行 优化 ， 首 先 根 据 Eratosthenes 算法 将 指定 范围 
中 的 素数 都 筛选 出 来 保存 到 一 个 数组 中 ， 接 着 对 整数 N 进行 分 解 和 判断 。 

根据 上 面 的 思路 ， 编 写 相应 的 C 程序 如 下 : 

#include <stdio.h> 


#include <stdlib.h> 
int CreatePrime (int n,int prime[]) 


' 
nt jj 
for (i=2;i<=n;i++) // 初 始 化 数组 
prime [i]=1; // 标 志 为 1 表示 对 应 的 数 是 质数 
prime[0]=prime[1]=0; 
for (i=2; i*i<=n;it++) // 循 环 处 理 前 工 个 
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printf ("找到 一 个 不 符合 要 求 的 偶数 :$d\n",i); 
} 
getch(); 
return 0; 


} 


执行 以 上 程序 ， 输入 1000000 (一 百 万 )， 验 证 1000000 以 内 的 偶数 ， 运 行 结果 如 图 
2-12 所 示 。 


r 
"Ci\Dev-Cpp\user\2-6.exe 


99958=5+999953 
999960=7+999953 
999962=3+999959 
999964=3+999961 
999966=5+999961 
999968=7+999961 
899979=11+999959 
999972=11+999961 
999974=13+999961 
999976=17+999959 
999978=17+999961 
999980=19+999961 
999982=3+999979 
999984=5+999979 
999986=3+999983 
999988=5+999983 
999990=7+999983 
899992=13+999979 
899994=11+999983 
899996=13+999983 
899998=19+999979 
HL000000=17+999983 


4 Em 


图 2-12 


从 图 2-12 中 的 运行 结果 可 看 出 ， 在 1000000 以 内 的 所 有 偶数 都 通过 了 验证 。 
2.5 梅森 素数 
我 们 知道 ， 在 自然 数 中 素数 较 少 ，10000 以 内 的 自然 数 中 只 有 1229 个 素数 ， 而 挛 生 


素数 就 更 少 ，10000 以 内 的 挛 生 素数 只 有 205 对 (510 个 )。 在 素数 中 还 有 更 稀少 的 一 个 
种 类 ， 那 就 是 梅森 素数 ， 截 止 2013 年 2 月 ， 人 们 仅 发 现 48 个 梅森 素数 。 


2.5.1 什么 是 梅森 素数 
那么 ， 什 么 是 梅森 素数 呢 ? 
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马 林 梅森 是 17 世纪 法 国 著 名 的 数学 家 和 修道 士 ， 也 是 当时 欧洲 科学 界 一 位 独特 的 
中 心 人 物 。 梅 森 在 欧 几 里 得 、 费 马 等 人 的 有 关 研 究 的 基础 上 对 2_1 作 了 大 量 的 计算 、 验 
证 工作 ， 并 于 1644 年 在 他 的 《物理 数学 随感 》 一 书 中 断言 : 对 于 P=2、3、5、7、13、 
17、19、31、67、127、257 时 ，22_1 是 素数 ;而 对 于 其 他 所 有 小 于 257 的 数 时 ，2?-1 
是 合 数 。 前 面 的 7 个 数 ( 即 2、3、5、7、13、17 和 19) 属于 被 证 实 的 部 分 ， 是 他 整理 
前 人 的 工作 得 到 的 ， 而 后 面 的 4 个 数 ( 即 31、67、127 和 257) 属于 被 猜测 的 部 分 。 不 
过 ， 人 们 对 其 断言 仍 深信 不 疑 ， 连 大 数学 家 莱 布 尼 效 和 哥 德 巴赫 都 认为 它 是 对 的 。 
梅森 的 猜测 中 遗漏 了 61、89、107， 而 将 67 和 257 被 错误 地 包含 了 进来 。 
虽然 梅森 的 断言 中 包含 错误 ， 但 他 的 工作 极 大 地 激发 了 人 们 研究 2-1 型 素数 的 热 
情 ， 使 其 摆脱 作为 “完美 数 ”的 附庸 的 地 位 。 由 于 梅森 最 早 系统 而 深入 地 研究 2-1 型 的 
数 , 为 了 纪念 他 , 数学 界 就 把 这 种 数 称 为 “梅森 数 ”; 并 以 Mp 来 标记 梅森 数 , 即 Mp=2”1。 
如 果 梅 森 数 为 素数 ， 则 称 之 为 “梅森 素数 ”( 即 21 型 素数 )。 

总 结 一 下 ， 梅 森 素数 是 指 形 如 22-1 的 正 整数 ， 其 中 指数 P 是 素数 ， 常 记 为 Mp。 若 
Mp 是 素数 ， 则 称 为 梅森 素数 。 

当 P=2、3、5、7 时 ，MP 都 是 素数 ， 但 P=11 时 ，Mu 不 是 素数 ， 因 此 Mu 不 是 梅森 
素数 ， 如 图 2-13 所 示 。 


=2-1=3 WA 覆 下 素数 


mi 做 从 齐 素 数 


2.5.2 已 知 的 梅森 素数 列表 


是 否 有 无 穷 多 个 梅森 素数 ? 这 是 数论 中 未 解决 的 难题 之 一 。 截止 2013 年 2 月 累计 
发 现 48 个 梅森 素数 ， 最 大 的 是 P=57885161( 即 Ms7sss161=2” -1)， 此 时 Msp 是 一 个 
17,425,170 位 的 非常 大 的 整数 。 

如 表 2-1 所 示 是 目前 为 止 已 发 现 的 梅森 素数 列表 。 


表 2-1 梅森 素数 列表 


Me 的 位 数 | 发 现 日 其 发 现 者 

1 公元 前 5 世纪 ” ”| 十 希腊 数学 家 

1 公元 前 5 世纪 | 十 希腊 数学 家 
公元 前 3 世纪 ”| 十 希腊 数学 家 
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序号 | _P Me 发 现 日 其 发 现 者 
4 |7 127 3 2 3 世纪 古 希腊 数学 家 
5 |13 8191 无 名 氏 
6 |17 131071 Cataldi 
7 |19 524287 Cataldi 
8 |31 2147483647 欧 拉 
9 |6l 2305843009213693951 Pervushin 
10 |89 618970019…449562111 1911 年 Powers 
11 |107 162259276…010288127 1914 年 Bs 
12 | 127 170141183…884105727 1876 年 卢 卡 斯 
13 | 521 686479766…115057151 1952 年 1 月 30 日 |Robinson 
14 | 607 531137992…031728127 1952 年 1 月 30 日 |Robinson 
15 | 1.279 104079321-…168729087 1952 年 6 月 25 日 |Robinson 
16 |2,203 147597991…697771007 1952 年 10 月 7 日 |Robinson 
17 |2.281 446087557…132836351 | 687 1952 年 10 月 9 日 |Robinson 
18. |3.217 259117086…909315071 1957 年 9 Riesel 
19 |4.253 190797007…350484991 |1281 1961 年 11 月 3 日 |Hurwitz 
20 |4.423 1961 年 11 月 3 日 |Hurwitz 
21 |9.689 1963 年 5 月 11 日 | Gillies 
22 |9941 1963 年 5 月 16 日 |Gillies 
23 | 11.213 1963 年 6 月 2 日 |Gillies 
24 |19.937 1971 年 3 月 4 日 | 布 莱 恩 特 。 塔 克 曼 
25 |21,701 1978 年 10 月 30 日 [Noll & Nickel 
26 |23,209 1979 年 2 月 9 日 |Noll 
27 |44.497 1979 年 4 月 8 日 ”|Nelson & Slowinski 
28 |86.243 1982 年 9 月 25 日 |Slowinski 
29 |110,503 1988 年 1 月 28 日 |Colquitt & Welsh 
30 |132.049 1983 年 9 月 20 日 | Slowinski 
31 |216.091 1985 年 9 月 6 日 |Slowinski 
32 |756.839 174135906…S44677887 1992 年 2 月 19 Slowinski & Gage 
33 |859.433 |129498125…500142591 1994 年 1 月 10 日 |Slowinski & Gage 
34 | 1.257.787 |412245773…089366527 1996 年 9 月 3 日 _|Slowinski & Gage 
35 |1.398.269 |814717564…451315711 1996 年 11 月 13 日 | GIMPS / Joel Armengaud 
36 |2.976.221 |623340076…729201151 1997 年 8 月 24 日 |GIMPS / Gordon Spence 
37 |3.021.377 | 127411683…024694271 j1955 年 下 月球 加 | MS Rolnd 
Clarkson 
38 | 6.972.593 | 437075744…924193791 19 果 年 页 月 站 目 | 了 MES /Nm 
Hairatwala 
39 |13.466.917|924947738…256259071 |4.053.946 |2001 年 11 月 14 日 |SIRMES /Michael 
Cameron 
40 |20.996.011|125976895…855682047 | 6.320.430 |2003 年 11 月 17 日 |GIMPS / Michael Shafer 
41 |24.036.583 | 299410429…733969407 |7.235.733 |2004 年 5 月 15 日 |GIMPS /Josh Findley 
42 |25.964.951|122164630…577077247 2005 年 2 月 18 日 |GIMPS / Martin Nowak 
43* | 30.402.457|315416475…652943871 二 年 到 局 运 间作 OS OO 
及 Steven Boone 
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P 


Mp 发 现 日 期 发 现 者 


45* 


32,582,657 


37,156,667 


GIMPS / Curtis Cooper 
及 Steven Boone 
GIMPS / Hans-Michael 
Elvenich 


124575026…053967871 2006 年 9 月 4 日 


202254406…308220927 |11,185,272 |2008 年 9 月 6 日 


46* 


47* 


42.643.801 


43,112,609 


GIMPS / Odd M. 
169873516…562314751 |12,837,064|2009 年 4 月 12 日 y 
Strindmo 


57,885,161 


316470269…697152511 |12.978,189|2008 年 8 月 23 日 |GIMPS / Edson Smith 
581887266…724285951 |17,425,170|2013 年 1 月 25 日 |GIMPS / Curtis Cooper 


由 于 现在 还 不 知道 在 第 和 2 个 梅森 素数 〔Mzso64951) 至 第 48 个 梅森 素数 (Ms7.s8s.161) 
之 间 是 否 还 存在 未 知 梅森 素数 ， 所 以 在 其 序号 之 前 用 * 标 出 。 
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递归 (Recursion)， 又 译 为 递 回 ， 在 数学 与 计算 机 科学 中 ， 是 指 在 函数 的 定义 中 又 
调用 函数 自身 的 方法 。 递 归 是 一 种 奇妙 的 思考 问题 的 方法 ， 通 过 递归 的 这 种 思路 ， 可 简 
化 问题 的 定义 。 


3.1 从 前 有 座 山 ， 山 里 有 座 应 


递归 一 词 常 用 于 描述 以 自 相似 方法 重复 事物 的 过 程 。 例 如 ， 当 两 面 镜子 相互 之 间 近 
似 平行 时 ， 镜 中 购 套 的 图 像 是 以 无 限 递归 的 形式 出 现 的 。 


3.1.1 老 和 尚 讲 的 故事 


将 时 光 往 前 推 ， 在 中 国 还 流传 着 这 样 一 个 有 趣 的 故事 : 

从 前 有 座 山 ， 山 里 有 座 庙 ， 庙 里 有 个 老 和 尚 ， 正 在 给 小 和 尚 讲 故 事 呢 ! 故事 是 什么 
呢 ? “从 前 有 座 山 ， 山 里 有 座 庙 ， 庙 里 有 个 老 和 尚 ， 正 在 给 小 和 尚 讲 故 事 呢 ! 故事 是 什 
么 呢 ? “从 前 有 座 山 ， 山 里 有 座 庙 ， 庙 里 有 个 老 和 尚 ， 正 在 给 小 和 尚 讲 故 事 呢 ! 故事 是 
什么 呢 ? ……- 

怎么 样 ? 这 个 故事 就 是 不 断 重复 着 老 和 尚 讲 的 故事 ， 有 趣 ? 还 是 无 聊 ? 

不 管 怎样 ， 这 个 故事 可 以 不 断 地 重复 ， 一 直 讲 下 去 。 

这 就 是 生活 中 一 个 用 递归 形成 的 故事 。 


3.1.2” 德 罗斯 特效 应 


再 来 看 一 张 图 ， 如 图 3-1 所 示 为 一 张 网 页 的 截图 ， 在 网 页 图 中 又 包括 相同 的 一 份 较 
小 的 截图 ， 在 小 图 中 又 包含 一 份 更 小 的 截图 ，……， 这 样 就 形成 了 一 幅 递归 形式 的 图 形 。 

图 3-1 所 示 的 图 形 称 为 德 罗斯 特效 应 (Droste effect)， 是 递归 的 一 种 视觉 形式 ， 是 
指 一 张 图 片 的 某 个 部 分 与 整 张 图 片 相 同 ， 如 此 产生 无 限 循环 。 这 种 照片 是 通过 名 为 
Mathmap 的 数学 软件 制作 出 来 ， 使 用 PhotoShop 的 Droste Effect 滤 镜 也 可 制作 出 这 种 
效果 。 
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图 3-1 


3.1.3 ”什么 是 递归 
那么 ， 什 么 是 递归 呢 ? 
在 数学 和 计算 机 科学 中 ， 递 归 指 由 一 种 〈 或 多 种 ) 简单 的 基本 情况 定义 的 一 类 对 象 


或 方法 ， 并 规定 其 他 所 有 情况 都 能 被 还 原 为 其 基本 情况 。 
例如 ， 我 们 人 类 的 发 展 繁衍 中 ， 人 之 间 的 辈 份 就 是 一 种 递归 〈 如 图 3-2 所 示 )， 在 这 
个 递归 中 首先 定义 一 个 基本 情况 ， 接 着 递归 定义 ， 有 具体 情况 如 下 : 


(了 人 (CA 


AMF(AMF 父 ) AMM(AM 母 ) 


AFF(AFF 灾 ) AFMIAF 母 ) 


ee 讼 先 
CR 
AFIA 父 ) ANMA 人 母 ) 
讼 先 
讼 先 
和 
人 
图 3-2 
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口 A 的 父母 是 A 的 祖先 (这 是 基本 情况 )。 
口 A 祖先 的 双亲 同样 是 A 的 祖先 〈 递 归 步 又) 。 

对 于 递归 ， 一 种 便于 理解 的 心理 模型 ， 认 为 递归 对 对 象 的 定义 是 按照 “先前 定义 的 ” 
同类 对 象 来 定义 的 。 

例如 : 要 求 能 移动 100 个 箱子 ， 该 怎么 移动 ? 

首先 移动 1 个 箱子 ， 并 记 下 它 移 动 到 的 位 置 ， 然 后 再 去 解决 较 小 的 问题 〈 由 于 已 
动 了 1 个 箱子 , 剩 下 99 个 箱子 ), 这 时 的 问题 就 简化 为 “怎样 才能 移动 99 个 箱子 ? ”， 
不 断 重复 ， 到 最 后 ， 问 题 将 简化 为 “怎样 移动 1 个 箱子 ”如 图 3-3 所 示 。 


移动 ! 个 箱子 . 


昌 启 
简化 问题 为 移动 9 个 箱子 


和 光 化 问题 力 移动 /个 箱子 
100 
99 ? 
— 4 > 2》 4 
3 | 六 
到 99 
1 | mn | y 100 | 1 | 

图 3-3 


类 似 的 定义 在 数学 中 十 分 常见 。 例 如 ， 集 合 论 对 自然 数 的 正式 定义 是 


: 1 是 一 个 自 
然 数 ， 每 个 自然 数 都 有 一 个 后 继 ， 这 一 个 后 继 也 是 自然 数 ， 如 图 3-4 所 示 。 
1! 星 日 钛 数 1 的 后 继 :的 后 继 nD) 后 继 


3.1.4 用 递归 能 解决 哪些 问题 


递归 是 一 种 非常 接近 自然 思维 的 思想 ， 其 实 了 解 多 了 以 后 ， 用 起 递归 来 是 非常 自然 
的 ， 但 不 是 每 个 场合 使 用 递归 都 是 合适 的 。 通 常 递归 方法 适合 于 层次 结构 本 身 就 是 递归 
定义 的 情况 ， 比 如 二 又 树 的 遍历 ， 因 为 二 又 树 的 定义 就 是 “一 颗 空 树 ， 或 者 一 个 节点 二 
左右 两 颗 子 二 又 树 ”， 它 的 定义 就 是 递归 的 ， 所 以 用 递归 操作 相当 方便 。 

简单 来 说 ， 递 归 问 题 ， 可 以 划分 为 一 个 或 多 个 子 问题 ， 而 处 理子 问题 的 规则 与 处 理 
原 问 题 的 规则 是 一 样 的 。 
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如 图 3-2 所 示 的 祖先 问题 、 用 集合 论 对 自然 数 的 定义 问题 ， 以 及 老 和 尚 讲 的 故事 ， 
都 是 无 穷 无 尽 的 。 通 常 意 义 上 来 说 ， 对 于 一 个 无 穷尽 的 问题 ， 是 没 办 法 编写 程序 来 解决 
的 ， 因 为 程序 没有 办 法 结束 。 
虽然 常见 的 递归 问题 都 没有 尽头 ， 不 过 ， 我 们 可 以 找到 起 点 ， 这 时 可 从 某 一 个 指定 
的 终点 开始 ， 向 起 点 方向 运行 ， 当 到 达 起 点 位 置 时 ， 即 可 结束 递归 调用 。 

那么 ， 在 实际 应 用 中 要 使 用 递归 算法 ， 通 常 需要 分 析 以 下 3 方面 的 问题 : 

口 每 一 次 递归 调用 ， 在 处 理 问题 的 规模 上 都 应 有 所 缩小 〈 通 常 问题 规模 可 减 半 ) 。 

口 相 邻 两 次 递归 调用 之 间 有 紧密 的 联系 ， 前 一 次 要 为 后 一 次 递归 调用 做 准备 ， 通 

常 是 前 一 次 递归 调用 的 输出 作为 后 一 次 递归 调用 的 输入 。 

口 在 问题 的 规模 极 小 时 ， 必 须 直 接 给 出 解答 而 不 再 进行 递归 调用 ， 因 而 每 次 递归 
调用 都 是 有 条 件 的 (以 规模 未 达到 直接 解答 的 大 小 为 条 件 ) ， 无 条 件 递 归 调用 
将 会 成 为 死 循 环 而 不 能 正常 结束 。 

根据 上 面 的 描述 ， 在 设计 递归 算法 时 ， 主 要 需 考虑 以 下 两 方面 的 问题 : 

口 确定 递归 公式 。 把 规模 大 的 、 较 难 解决 的 问题 变 成 规模 较 小 、 易 解决 的 同一 问 
题 ， 需 要 通过 哪些 步骤 或 等 式 来 实现 ? 这 是 解决 递归 问题 的 难点 。 

口 确定 边界 (终了 ) 条件。 在 什么 情况 下 可 以 直接 得 出 问题 的 解 ? 这 就 是 问题 的 
边界 条 件 及 边界 值 。 


3.1.5 ”一 个 简单 例子 : 求 最 大 公约 数 


求 最 大 公约 数 是 数学 中 一 个 简单 的 问题 。 

如 果 有 一 个 自然 数 A 能 被 自然 数 B 整除 ， 则 称 A 为 B 的 倍数 ，B 为 A 的 约 数 。 几 
个 自然 数 公有 的 约 数 ， 叫 做 这 几 个 自然 数 的 公约 数 。 这 些 公 约 数 中 最 大 的 一 个 公约 数 ， 
称 为 这 几 个 自然 数 的 最 大 公约 数 ， 简 称 为 GCD。 

例如 ,在 2、4、6 这 3 个 数 中 ，2 就 是 2、4、6 的 最 大 公约 数 。 

怎么 求 最 大 公约 数 呢 ? 早 在 公元 前 300 年 左右 , 欧 几 里 得 就 在 他 的 著作 《几何 原本 》 
中 给 出 了 高 效 的 解法 一 一 辊 转 相 除 法 。 

轧 转 相 除 法 的 方法 是 用 较 大 的 数 M 除 以 较 小 的 数 N, 较 小 的 除数 N 和 得 出 的 余数 及 
构成 新 的 一 对 数 ， 继 续 重复 前 面 的 除法 〈 用 较 大 数 除 以 较 小 数 )， 直 到 出 现 能 够 整除 的 两 
个 数 ， 其 中 较 小 的 数 〈 即 除数 ) 就 是 最 大 公约 数 。 

例如 ， 求 153 和 123 的 最 大 公约 数 ， 操 作 过 程 如 下 : 


153 = 123=1 … 1 30 
123 = 30=4 2 
30 二 3=10 … 0 
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所 以 ，153 和 123 的 最 大 公约 数 就 是 3。 

可 以 看 出 , 在 用 轧 转 相 除 法 求 最 大 公约 数 时 , 每 次 相 除 后 的 除数 N 和 余数 RR 都 将 原 
来 的 问题 规模 缩小 ， 而 且 有 一 个 边界 条 件 〈 两 数 能 够 整除 ， 即 余数 为 0)。 有 这 两 条 ， 就 
可 使 用 递归 算法 来 解 这 个 问题 ， 处 理 流程 如 图 3-5 所 示 。 


图 3-5 


根据 图 3-5 所 示 的 流程 ， 可 编写 出 以 下 C 语言 程序 。 
#include <stdio.h> 


int gcd(int mv int n) 
{ 
LmE 芋 5 
r=m%n; 
if (r==0) 
| 
return n; 
}else{ 
return gcd(n,r); 
} 
} 


int main() 
记 
int m,n; 
printf ("请 输入 2 个 整数 : ") : 
scanf ("%d, $d", gm, &n) 7 
printf ("%d, sd 的 最 大 公约 数 为 : $d\n",m,n,gcd (m,n)); 
getch () 7 
return 0; 


} 

在 以 上 程序 中 ， 定 义 了 一 个 gcd0 函 数 ， 在 这 个 函数 中 调用 gcd0 函 数 ， 这 样 就 形成 
了 递 归 调 用 。 在 这 个 函数 内 部 通过 轧 转 相 除 ， 然 后 判断 余数 是 否 为 0， 若 为 0 就 返回 z 
值 ， 否 则 递归 调用 gcd0 函 数 进行 辑 转 相 除 。 

怎么 样 ， 递 归 调用 函数 是 不 是 很 简单 呢 ? 
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3.2 ”用 递归 计算 阶乘 


阶乘 〈factorial) 是 基 斯 顿 。 卡 曼 于 1808 年 发 明 的 运算 符号 。 阶 乘 也 是 数学 里 的 一 
种 术语 ， 在 很 多 计算 中 都 要 使 用 到 阶乘 。 


3.2.1 阶乘 该 怎么 计算 


一 个 正 整数 的 阶乘 是 所 有 小 于 或 等 于 该 数 的 正 整 数 的 积 ， 并 且 有 0 的 阶乘 为 1 的 约 
定 。 自 然 数 n 的 阶乘 写作 nl。 
例如 ， 求 5 的 阶乘 的 算式 如 下 : 


5/=| Xx 2X3X4XxX5 


=|120 


从 上 式 可 看 出 ， 当 求 n 的 阶乘 时 ， 就 从 1 逐 项 相 乘 到 n 即 可 ， 这 是 一 个 循环 结构 ， 
因此 编写 一 个 循环 程序 就 可 很 容易 地 求 出 数据 n 的 阶乘 ， 在 第 1 章 中 曾 给 出 过 一 个 通过 
循环 计算 阶乘 的 C 语言 程序 。 

由 于 阶乘 的 结果 会 呈 儿 何 级 数 增长 ， 在 32 位 计算 机 中 ， 只 能 计算 到 13 的 阶乘 ，14 
的 阶乘 结果 就 超过 32 位 二 进 制 的 表示 。 即 使 是 在 64 位 字 长 的 计算 机 中 ， 能 表示 的 数据 
大 小 也 是 有 限 的 ， 只 能 保存 20 的 阶乘 。 

如 果 需 要 求 很 大 的 数 的 阶乘 〈 例 如 求 1000 的 阶乘 )， 就 不 能 简单 地 使 用 第 1 章 中 介 
绍 的 阶乘 程序 来 进行 运算 了 。 

如 何 超越 计算 机 变量 的 取 值 范围 来 计算 阶乘 ? 这 就 需要 考虑 编写 出 能 处 理 大 整数 
的 函数 (在 C# 4 中 已 要 提供 了 大 整数 功能 )， 才 能 计算 更 大 数 的 阶乘 。 由 于 篇 幅 所 限 ， 
这 里 不 单独 编写 大 整数 的 函数 ， 而 是 提供 另外 一 种 相对 简单 的 求 大 数 阶 乘 的 方法 。 

这 种 思路 就 是 : 考虑 将 多 位 数 相 乘 化 解 为 一 位 数 相 乘 , 例如 , 11 的 阶乘 为 39916800， 
若 需要 求 12 的 阶乘 ， 则 需要 将 39916800 与 12 相 乘 ， 按 手工 计算 乘法 的 竖 式 方法 ， 可 用 
2 与 39916800 相 乘 的 结果 加 上 用 1 与 39916800 相 乘 的 结果 ， 然 后 再 将 结果 相 加 ， 得 到 
12 的 阶乘 ， 如 图 3-6 左 图 所 示 。 由 于 前 一 数 的 阶乘 的 结果 很 大 ， 按 左 图 的 方式 计算 也 很 
容易 导致 溢出 。 根 据 乘法 交换 律 ， 可 以 将 左 图 所 示 算 式 转换 为 右 图 所 示 算 式 ， 这 样 ， 每 
次 计算 的 结果 就 不 容易 出 现 溢出 。 

按 图 3-6 所 示 的 思路 ， 定 义 一 个 数组 ， 使 数组 的 每 一 个 数组 元 素 保存 阶乘 的 一 位 结 
果 ( 如 图 3-6 右 图 所 示 中 ，11 的 阶乘 结果 为 8 位 ， 就 用 数组 中 的 8 个 数组 元 素 分 别 保存 
这 8 位 )。 当 要 计算 12 的 阶乘 时 ， 可 按 以 下 步骤 进行 计算 。 
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3791b800 
x 12 


19833b00 
3991b800 


477001b00 


(1) 用 12 去 乘 以 数组 中 的 每 个 元 素 ， 并 将 结果 保存 到 原来 的 数组 元 素 中 。 


人 


图 3-6 乘法 竖 式 


12 


X 3791b800 


00 
00 


9b 
了 
12 
108 
108 
3 


477001200 


(2) 判断 每 个 数组 元 素 中 的 值 是 否 大 于 9， 若 大 于 9 则 进行 进位 操作 。 通 过 进位 操 
作 ， 使 数组 中 每 个 元 素 保存 的 值 都 只 有 一 位 数 。 


具体 操作 过 程 如 图 3-7 所 示 。 


11D) 阶乘 


各 位 条 以 必 


进位 后 擅 结 时 [4 | 7 | ，|， 


pa ? ? 1 b 8 0 
3 | 108 | 108 | 12 72 9 0 
0 1 b 


通过 这 种 方式 ， 就 可 以 计算 出 计算 机 整 型 变量 所 能 表示 数据 


图 3-7 


的 十 分 之 一 这 么 大 的 数 


的 阶乘 了 (因为 数组 中 保存 的 是 0 一 9 中 的 1 位 数 , 而 为 了 使 结果 不 超过 整 型 变量 表示 范 


围 ， 与 数组 中 各 元 素 相 乘 的 数据 只 能 是 计算 机 整 型 变量 所 能 表示 数据 的 十 分 之 一 )。 


按 这 种 思路 ， 编 写 能 计算 较 大 整数 阶乘 的 程序 ， 有 具体 代码 如 下 : 


#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
#include <stdlib.h> 


void carry(int bit[],int pos) 


{ 


// 计 算 进 位 
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执行 以 上 程序 计算 1000 的 阶乘 , 可 得 到 如 图 3-8 所 示 的 结果 。 从 结果 中 可 看 到 , 1000 
的 阶乘 共有 2568 位 。 
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族 
而 CADev-Cpp\user\3-2.exe [ET 一 > 一 | 


96 819 372 388 642 614 839 657 382 291 123 125 G24 < 
86 649 353 143 978 137 428 531 926 649 875 337 218 
40 694 281 434 118 528 158 @14 123 344 828 B15 851 
99 694 298 153 483 @77 644 569 899 @73 152 433 278 


88 269 864 692 789 864 321 139 9883 586 217 895 @02 
97 389 863 554 277 196 ?42 822 248 757 586 ?765 752 
44 229 287 573 638 569 498 825 887 968 928 162 ?53 
48 863 396 989 959 826 28@ 956 121 458 994 871 ?861 
44 516 461 268 379 829 389 128 889 @86 942 828 519 
498 182 154 399 457 156 895 941 872 748 998 894 254 
42 173 582 481 963 677 494 595 ?741 785 168 829 23@ 
35 358 @81 849 996 996 372 524 238 5698 855 983 799 
24 271 243 416 999 984 153 698 185 933 983 835 777 
39 419 978 827 753 472 DBDB G68 860 DB8 G60 660 G00 


Egg 


998 的 阶乘 共有 2568 位 。 


< 加 上 


3.2.2 ”阶乘 的 递归 计算 方法 


从 前 面 的 运算 过 程 可 看 出 ， 阶 乘 是 一 个 规模 比较 大 的 问题 ， 这 时 可 考虑 通过 递归 的 
方式 来 计算 阶乘 。 
在 定义 递归 算法 时 ， 需 要 考虑 3 个 方面 的 问题 。 
首先 ， 每 一 次 递归 调用 ， 处 理 问 题 的 规模 应 有 所 缩小 ， 在 阶乘 中 可 以 做 到 ， 如 求 n 
的 阶乘 ， 可 将 其 分 解 为 如 下 形式 : 
n=nX (Ar)! 


! 


(n=-Dl=(n-1)) xX (n-2)! 


由 上 式 可 看 到 ，n 的 阶乘 可 分 解 为 n 乘 以 (n-1) 的 阶乘 ， 而 (mn-1) 的 阶乘 又 可 分 解 
为 (n-1) 与 (n-2) 的 阶乘 。 

这 样 ， 每 次 运算 就 可 将 问题 的 规模 缩小 。 

其 次 ， 在 定义 递归 算法 时 ， 相 邻 两 次 递归 调用 之 间 有 紧密 的 联系 ， 前 一 次 为 后 一 次 
递归 调用 做 准备 ,在 上 式 中 可 看 到 ,n 的 阶乘 分 解 后 ,下 一 次 递归 调用 时 的 输入 就 为 (n-1)。 

最 后 ， 在 问题 的 规模 极 小 时 ， 必 须 直接 给 出 解答 而 不 再 进行 递归 调用 。 在 阶乘 的 北 
归 算 法 中 ， 计 算 到 最 后 ， 求 0 的 阶乘 时 ， 就 不 用 再 递归 ， 直 接 返回 其 结果 为 1 即 可 。 
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根据 上 面 的 分 析 ， 可 用 以 下 方式 定义 阶乘 的 递归 算法 。 
1 (n=0) 


nx (n-))! (>0) 


根据 以 上 定义 ， 可 用 C 语言 编写 出 如 下 递归 计算 阶乘 的 程序 。 


#include <stdio.h> 


int fact(int n) 


{ 
if (n==0) // 递 归 的 结束 条 件 
{ 
return 1; 
}else{ 
return n*fact(n-1); // 递 归 调用 
1 


} 


int main() 

{ 
int n; 
printf (" 请 输入 要 计算 阶乘 的 整数 : ") ; 
scanf ("%d", gn); 
printf ("%d!=%d\n",n, fact (n)); 
getch(); 
return 0; 


} 
可 以 看 出 ， 这 个 程序 比 第 1 章 中 编写 的 阶乘 程序 简单 。 


3.2.3 ”递归 的 过 程 


要 理解 递归 ， 首 先 应 了 解 一 种 数据 结构 : 堆栈 〈 简 称 栈 ) 的 概念 。 


栈 是 一 个 后 进 先 出 的 压 入 (push) 和 弹出 (pop) 式 数据 结构 。 在 程序 运行 时 ， 系 统 
每 次 向 栈 中 压 入 一 个 对 象 ， 然 后 栈 指针 向 上 移动 一 个 位 置 。 当 系统 从 栈 中 弹出 一 个 对 象 


时 ， 最 近 进 栈 的 对 象 将 被 弹出 ， 然 后 栈 指针 向 下 移动 一 个 位 置 。 


C 编译 器 处 理 函 数 调用 时 ， 就 是 使 用 栈 来 保存 数据 的 。 当 主 调 函 数 调用 另 一 个 函数 


时 ，C 编译 器 将 主 调 函数 的 所 有 实 参 和 返回 地 址 压 入 到 栈 中 ， 栈 指针 将 移 到 合适 


当 进 行 被 调 函 数 时 ， 编 译 器 将 栈 中 的 实 参数 据 弹出 ， 赋 值 给 函数 的 形 参 。 在 被 调 朋 


函数 执行 期 间 ， 还 可 利用 栈 来 保存 函数 执行 时 的 局 部 变量 。 当 被 调用 函数 准备 返 


的 位 置 


回 时 ， 


日 


系统 将 弹出 栈 中 所 有 当前 函数 压 入 栈 中 的 值 ， 这 时 ， 栈 指针 移动 到 被 调用 函数 刚 开 始 执 
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行 时 的 位 置 。 接 着 被 调用 函数 返回 ， 系 统 从 栈 中 弹出 返回 地 址 ， 主 调 函 数 就 可 以 继续 执 
行 了 6 

如 图 3-9 所 示 就 是 计算 机 中 栈 的 示例 , 左 图 所 示 是 “函数 1” 调 用 “函数 2” 的 情况 ， 
在 调用 “函数 2” 时， 计算 机 将 “函数 2” 的 返回 地 址 压 入 栈 中 ， 接 着 将 函数 参数 压 入 栈 
中 。 而 右 图 显示 “函数 2” 调 用 结束 返回 “函数 1” 后 的 情况 ， 这 时 “函数 2” 中 的 参数 、 
返回 地 址 都 从 栈 中 弹出 。 


本 挂 项 指针 
耳 数 : 
瑟 数 返回 地 址 
外 雪 # 数 | 
耳 数 返回 地 址 久 数 ! 
图 3-9 


栈 在 每 个 程序 中 都 是 存在 的 ， 它 不 需要 程序 员 编 写 代 码 去 维护 ， 而 是 由 系统 自动 
处 理 。 

递归 之 所 以 能 实现 ， 是 因为 函数 的 每 个 执行 过 程 都 在 栈 中 有 自己 的 形 参 和 局 部 变量 
的 备份 ， 这 些 备 份 和 函数 的 其 他 执行 过 程 毫 不 相干 。 这 种 机 制 是 大 多 数 程序 设计 语言 实 
现 子 程序 结构 的 基础 ， 使 得 递归 成 为 可 能 。 

假定 某 个 主 调 函 数 调 用 了 一 个 被 调用 函数 ， 再 假定 被 调用 函数 又 反 过 来 调用 了 主 调 
用 函数 。 这 第 二 个 调用 就 被 称 为 调用 函数 的 递归 ， 因 为 它 发 生 在 调用 函数 的 当前 执行 过 
程 运行 完毕 之 前 。 而 且 ， 因 为 这 个 原先 的 主 调用 函数 、 现 在 的 被 调用 函数 在 栈 中 处 于 较 
低 的 位 置 ， 有 它 独立 的 一 组 参数 和 自 变 量 ， 原 先 的 参数 和 变量 将 不 受 影响 ， 所 以 递归 能 
正常 工作 。 

书 归 正 传 ， 回 到 阶乘 的 递归 算法 上 来 。 假 设 要 计算 5 的 阶乘 ， 通 过 前 面 设计 的 递归 
程序 执行 过 程 如 下 。 

首先 ， 在 main0 函 数 中 调用 fact0 函 数 ， 将 返回 地 址 、 参 数 、 局 部 变量 压 入 堆栈 ， 如 
图 3-10 所 示 。 

在 fact0 函 数 中 ， 判 断 n 的 值 若 不 为 0， 则 递归 调用 fact(4)， 这 时 将 函数 的 返回 地 址 
和 参数 压 入 堆栈 ， 如 图 3-11 所 示 。 

将 程序 继续 递归 调用 时 ， 将 fact(3)、fact(2)、fact(1) 逐 步 压 入 堆栈 ， 如 图 3-12 所 示 
为 将 fact(0) 压 入 堆栈 后 栈 的 结构 。 
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< 一- 持 项 指针 


Fact(5) 


< 一 村 项 指针 


51=5 X 4 > | Fact(4) 


5 
| Foct(s) 
好 数 返 加 地 址 
图 3-11 
51=5 X44X3 ee 
x 2 xl1x0/c> 而 所 一 一 挂 顶 指针 
卫 救 反日 世 二 Fact(0) 
n=4 
Fact(4) 
瑟 数 返回 地 址 
n=9 
Fact(5) 
瑟 数 返回 地 址 
图 3-12 


当 调 用 fact(0) 时 ， 达 到 阶乘 递归 算法 的 结束 条 件 ， 这 时 结束 包 ct(0) 函 数 调 用 ， 从 堆 
栈 中 弹出 该 层 的 相关 数据 ， 并 返回 函数 的 结果 1。 这 时 栈 顶 中 保存 的 将 是 fact(1) 中 的 相 
关 数据 ， 如 图 3-13 所 示 。 
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5=5 X4X3? 桂 项 指针 
x2x1x CC> 本 0 

| Fact(l) 
国 数 返回 地 址 

n=4 

Fact(4) 

耳 数 返回 地 址 

n=5 
| Fact(s) 
男 数 返回 地 址 | 


图 3-13 


当 递归 函数 逐 层 返回 时 ， 栈 中 压 入 的 数据 将 逐步 弹出 ， 当 弹出 fact(4) 后 的 栈 结果 如 
图 3-14 所 示 。 


所 -一 拷 项 指针 


5=5 X 24 CC> Fact(5) 


图 3-14 


当 函 数 fact(5) 返 回 时 得 到 5 的 阶乘 等 于 120， 同 时 从 栈 中 弹出 调用 函数 时 的 数据 ， 
完成 整个 递归 调用 。 


3.2.4 ”递归 的 本 质 : 缩小 问题 规模 


递归 式 解决 逻辑 问题 的 基本 思想 是 : 把 规模 大 的 、 较 难 解决 的 问题 变 成 规模 较 小 的 、 
易 解 决 的 同一 问题 。 规 模 较 小 的 问题 又 变 成 规模 更 小 的 问题 ， 并 且 小 到 一 定 程度 可 以 直 
接 得 出 它 的 解 ， 从 而 得 到 原来 问题 的 解 。 

用 递归 处 理 问 题 的 过 程 ， 就 是 将 问题 规模 逐步 缩小 的 过 程 。 

例如 ， 在 阶乘 的 递归 运算 中 ， 就 是 将 一 个 较 大 数 的 阶乘 逐步 缩小 为 一 个 较 小 数 的 阶 
乘 ， 直 到 缩小 到 求 0 的 阶乘 为 止 。 

在 上 节 的 例子 中 ， 用 递归 求解 最 大 公约 数 的 方法 也 同样 如 此 ， 利 用 回转 相 除 法 ， 在 
递归 调用 过 程 中 逐步 将 被 除数 、 除 数 缩小 。 
因此 ， 在 解决 问题 时 ， 如 果 可 以 明确 地 将 求解 问题 规则 逐步 缩小 ， 就 可 考虑 用 递归 
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算法 来 实现 。 
利用 递归 算法 编写 的 程序 代码 更 简洁 清晰 ， 可 读 性 更 好 。 有 的 算法 用 递归 表示 比 用 
循环 表示 简洁 精练 ， 而 且 某 些 问 题 ， 特 别 是 与 人 工 智能 有 关 的 问题 ， 更 适宜 用 递归 方法 ， 
如 八 皇 后 问题 、 汉 诺 塔 问题 等 。 有 的 算法 用 递归 能 实现 ， 而 用 循环 却 不 一 定 能 实现 。 
但 是 ， 也 需要 注意 递归 算法 一 个 明显 的 缺点 ， 每 次 递归 调用 时 ， 需 要 将 返回 地 址 、 
参数 等 数据 压 入 堆栈 ， 也 就 是 说 ， 递 归 的 内 部 实现 要 消耗 额外 的 空间 和 时 间 。 如 果 递 归 
调用 的 层次 太 深 ， 就 可 能 导致 堆栈 溢出 ， 从 而 使 程序 执行 出 错 。 


33 汉 诺 塔 


汉 诺 塔 问题 是 程序 设计 中 的 经 典 递归 问题 。 
汉 诺 塔 〈 又 称 河内 塔 ) 游戏 是 一 个 非常 著名 的 益 智 游戏 玩具 ， 现 在 市 面 上 卖 的 这 个 
玩具 外 形 如 图 3-15 所 示 ， 这 个 游戏 是 从 一 个 古老 的 传说 演化 而 来 。 


3-15 


3.3.1 古老 的 传说 


相传 在 印度 的 贝 纳 雷 斯 ， 有 座 大 寺庙 ， 寺 庙 中 有 一 块 红木 板 ， 上 面 插 着 三 根 钻石 棒 ， 
在 盘古 开 天 地 ， 世 界 刚 创造 不 久之 时 ， 神 勃 拉 玛 便 在 其 中 一 根 钻石 棒 上 ， 放 了 64 枚 纯 金 
的 金 片 〈 圆 盘 )， 最 大 的 圆 盘 在 最 底下 ， 其 余 一 个 比 一 个 小 ,依次 登 上 去 。 有 一 个 叫 婆 罗 
门 的 门徒 ,不 分 日 夜 的 向 这 座 寺 让 赶路 ， 抵 达 后 ， 就 尽力 将 64 枚 纯 金 的 圆 盘 移 到 另 一 根 
钻石 棒 上 ， 在 移动 过 程 中 ， 一 次 只 能 移动 一 个 圆 盘 ， 且 圆 盘 在 放 到 钻石 棒 上 时 ， 大 的 不 
能 放 在 小 的 上 面 。 可 利用 中 间 的 一 根 钻石 棒 作 为 辅助 移动 用 。 等 到 婆罗 门 完成 这 项 工作 ， 
寺庙 和 婆罗 门 本 身 都 将 月 淡 ， 世 界 将 在 一 声 霹雳 中 毁灭 。 
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那么 ， 世 界 毁 灭 会 在 哪 一 天 呢 ? 

经 过 计算 ， 需 要 移动 圆 盘 的 次 数 是 一 个 天 文 数字 18,446,744,073,709,551,615 〈64 个 
圆 盘 需要 移动 的 次 数 为 2 的 64 次 方 )。 假 设 1 微 秒 进行 一 次 移动 , 也 需要 约 60 万 年 的 时 
间 ! 当 移动 一 个 圆 盘 需 花 1 秒 钟 时 ， 完 成 所 有 圆 盘 的 移动 需要 近 6000 亿 年 ! 何况 移动 一 
个 圆 盘 的 时 间 肯 定 不 止 1 秒 。 

离世 界 毁 灭 还 早 得 很 , 人 们 就 根据 这 个 传说 演变 成 汉 诺 塔 游戏 , 这 个 游戏 的 规则 是 : 
口 将 左 侧 柱 子 中 从 小 到 大 放置 的 8 个 圆 盘 移 到 右 侧 的 圆柱 上 。 
口 每 次 只 能 移动 一 个 圆 盘 。 
口 小 的 圆 盘 只 能 放 在 大 的 圆 盘 之 上 。 
口 可 以 借助 男 一 个 圆柱 进行 辅助 移动 。 

那么 ， 这 个 游戏 该 怎么 玩 呢 ? 

假设 有 8 个 圆 盘 ， 如 图 3-16 所 示 ， 将 A 柱 中 的 最 小 圆 盘 移 到 C 柱 ， 再 将 A 柱 中 第 
2 个 圆 盘 移 到 B 柱 。 


图 3-16 


接 下 来 该 怎么 办 呢 ? 又 该 怎么 移动 其 余 的 圆 盘 呢 ? 
3.3.2 ”从 两 个 盘 考虑 


如 图 3-16 所 示 的 8 个 圆 盘 ， 移 动 起 来 就 很 麻烦 ， 更 别 说 64 个 圆 盘 的 移动 了 。 那 么 ， 
我 们 先 将 问题 简化 一 下 ， 从 两 个 圆 盘 开始 考虑 。 即 将 A 柱 中 的 两 个 圆 盘 移 到 C 柱 ， 这 个 
问题 就 简单 了 ， 如 图 3-17 所 示 ， 共 分 3 步 即 可 完成 任务 : 

(1) 从 A 柱 将 小 圆 盘 移 到 B 柱 。 

(2) 从 A 柱 将 下 方 大 圆 盘 移 到 C 柱 。 

(3) 从 B 柱 将 小 圆 盘 移 到 C 柱 ， 完 成 。 

好 ,两 个 圆 盘 的 移动 通过 3 步 就 解决 了 , 那么 如 果 要 从 A 柱 移 动 3 个 圆 盘 到 C 柱 又 
该 怎么 办 呢 ? 

由 于 已 经 知道 将 两 个 圆 盘 移动 到 另 一 个 柱子 时 需要 3 个 步 又 ， 因 此 ， 这 时 就 可 以 不 
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再 考虑 两 个 圆 盘 的 移动 了 。 


图 3-17 
这 时 ， 可 考虑 将 两 个 圆 盘 的 移动 看 作 一 个 整体 , 即 A 柱 的 3 个 圆 盘 中 上 面 的 两 个 圆 
攻 看 作为 一 个 圆 盘 ， 下 方 最 大 圆 盘 作 为 一 个 圆 盘 ， 则 3 个 圆 盘 的 移动 又 可 化 解 为 两 个 圆 
盘 的 移动 。 这 样 ， 只 需要 3 个 步骤 就 可 完成 移动 ， 如 图 3-18 所 示 。 
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在 图 3-18 中 有 以 下 3 步 : 

(1) 将 A 柱 中 的 小 圆 盘 〈 由 上 方 两 个 圆 盘 组 成 ) 移 到 B 柱 。 

(2) 将 A 柱 中 的 大 圆 盘 〈 最 下 方 的 圆 盘 ) 移 到 C 柱 。 

(3) 将 也 柱 中 的 小 圆 盘 〈 由 上 方 两 个 圆 盘 组 成 ) 移 到 C 柱 ， 完 成 。 

在 上 面 的 第 (1) 步 和 第 (3) 步 中 ， 是 将 两 个 圆 盘 打包 移动 的 。 但 是 ， 按 规则 一 次 
只 允许 移动 一 个 圆 盘 ， 这 里 只 是 假想 一 次 移动 两 个 圆 盘 ， 在 实际 移动 过 程 中 ,第 (1) 步 
和 第 (3) 步 中 的 每 一 步 最 终 还 是 必须 分 解 为 3 个 步骤 。 

因此 ， 如 图 3-19 所 示 ， 在 第 (1) 步 中 将 上 面 的 两 个 圆 盘 从 A 柱 移 到 B 柱 时 ， 需 借 
助 C 柱 作为 辅助 柱 来 进行 移动 。 而 在 第 (3) 步 中 将 B 柱 中 的 两 个 圆 盘 移 到 C 柱 时 ， 需 
借助 A 柱 作为 辅助 来 进行 移动 。 

将 各 动作 分 解 后 ， 可 以 看 出 ， 将 3 个 圆 盘 从 A 柱 移动 到 C 柱 时 需要 7 步 (第 (1) 
步 分 解 为 3 个 步 又， 第 〈3) 步 分 解 为 3 个 步 又， 再 加 上 第 〈2) 步 中 的 1 个 步骤 )。 


3 


3.3.3” 找 出 递归 结构 


经 过 上 面 的 推算 可 看 出 ，3 个 圆 盘 的 移动 需要 7 步 ， 那 么 移动 4 个 圆 盘 呢 ? 
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与 3 个 贺 


盘 类 似 ， 对 于 4 个 圆 盘 也 可 分 为 3 个 大 的 步 又， 如 图 3-20 所 示 。 


图 3-20 


(1) 将 A 柱 中 的 小 圆 盘 (由 上 方 3 个 圆 盘 组 成 ) 移 到 B 柱 。 

(2) 将 A 柱 中 的 大 圆 盘 (最 下 方 的 圆 盘 ) 移 到 C 柱 。 

(3) 将 B 柱 中 的 小 圆 盘 (由 上 方 3 个 圆 盘 组 成 ) 移 到 C 柱 ， 完 成 。 

接着 第 (1) 步 、 第 (3) 步 需要 移动 3 个 圆 盘 ， 移 动 的 步骤 分 别 为 7 步 ， 则 将 4 个 
圆 盘 从 A 柱 移动 到 C 柱 需要 7+1+7=15 步 。 

对 比 图 3-18 和 图 3-20 可 以 看 出 ， 如 果 不 考虑 第 〈1) 步 和 第 (3) 步 移动 圆 盘 的 数 
量 ， 这 两 个 图 完全 一 样 。 也 就 是 说 ， 不 管 移动 多 少 个 圆 盘 ， 其 实 ， 移 动 的 操作 相似 。 

既然 解决 问题 时 具有 相似 步骤 ， 并 且 可 逐步 缩减 问题 规模 ， 就 可 考虑 使 用 递归 算法 
来 求解 。 通 过 上 面 对 移动 3 个 圆 盘 和 4 个 圆 盘 时 的 分 析 ， 可 总 结 出 汉 诺 塔 的 递归 结构 ， 
对 于 移动 n 个 圆 盘 的 汉 诺 塔 ， 可 分 解 为 3 步 ， 如 图 3-21 所 示 。 

(1) 移动 (n-1) 个 圆 盘 。 

(2) 移动 第 n 个 圆 盘 。 

(3) 移动 (n-1) 个 圆 盘 。 

而 “移动 (mn-1) 个 圆 盘 ” 又 可 继续 分 解 ， 直 至 分 解 到 只 剩 一 个 圆 盘 时 ， 直 接 移动 到 
目标 柱 为 止 。 

根据 图 3-21 所 示 的 递归 结构 ， 可 将 汉 诺 塔 问题 的 递归 求解 法 分 解 为 以 下 步骤 。 

(1) 如 果 只 有 一 个 圆 盘 ， 则 把 该 圆 盘 从 A 棒 移 动 到 C 棒 ， 完 成 任务 。 

(2) 如 果 圆 盘 数 量 n>1， 移 动 圆 盘 的 过 程 可 分 为 3 步 。 
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移动 个 固 熏 


移动 uD 个 四 盘 


1 1 
1 1 
移动 个 四 盘 | 一 一 > | | 移动 第 "个 加 盘 | | 


(1) 将 A 棒 上 的 n-l 个 圆 盘 移 到 B 棒 上 。 
(2) 将 A 棒 上 的 一 个 圆 盘 移 到 C 棒 上 。 
(3) 将 B 棒 上 的 n-l 个 圆 盘 移 到 C 棒 上 。 


3.3.4 ”实现 程序 


将 递归 结构 找 出 来 以 后 ， 编 写 递 归程 序 就 很 简单 了 ， 下 面 的 代码 就 是 用 C 语言 编写 
的 实现 汉 诺 塔 的 递归 程序 。 


#include <stdio.h> 


long count; // 全 局 变量 ， 记 录 移 动 的 次 数 
void hanoi (int n,char a,char b,char c) //a 移 到 pb， 用 c 作为 临时 柱 
{ 
if (n==1) 
printf ("第 %d 次 ，sc 柱 -->sc 柱 \n",++count,a,c); 
} 
else 
J 
hanoi (nl1,a,c.b); // 递 归 调 用 
printf(" 第 sd 次 ，Sc 柱 -->sc 柱 \n",++countvavc) 7 
hanoi (n-1,b,a,c); // 递 归 调 用 
} 
上 


int main() 
Li 
Tn En // 圆 盘 数 量 


printf ("请 输入 A 柱 汉 诺 塔 圆 盘 的 数量 :") ; 
scanf ("%d", gh); 
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count=0; 
hanon(bh A 


getch(); 
return 0; 

} 

在 以 上 程序 中 ， 函 数 hanoi0 是 一 个 递归 调用 的 函数 。 这 个 函数 共有 4 个 参数 ， 第 1 
个 参数 表示 要 移动 的 圆 盘 数量 , 第 2 一 4 个 参数 表示 移动 的 源 位 置 、 临 时 位 置 、 目 标 位 置 。 
例如 ， 以 下 调用 hanoi0 函 数 的 形式 : 

hanon(thr en Bs Or 

表示 有 个 圆 盘 要 从 A 柱 移 到 C 柱 ，B 柱 作 为 临时 辅助 用 的 柱 。 

在 递归 调用 时 ， 需 要 搞 清楚 每 次 移动 圆 盘 的 源 位 置 和 目标 位 置 。 例 如 ， 关 要 将 hh 个 
圆 盘 从 A 柱 移 到 C 柱 ， 则 需要 将 (h-1) 个 圆 盘 先 从 A 柱 移 到 B 柱 (借助 C 柱 作为 临时 
辅助 )， 完 成 这 个 操作 需 按 以 下 方式 调用 hanoiO 函 数 : 

hanoi (h-1, 'A','C','B'); 

接着 将 第 h 个 圆 盘 从 A 柱 移 到 C 柱 。 

然后 将 临时 放 在 B 柱 的 (h-1) 个 圆 盘 移 到 C 柱 〈 借 助 A 柱 作 为 临时 辅助 这 时 需 
按 以 下 方式 调用 hanoiO 函 数 : 


人 


= 


执行 以 上 程序 ， 当 输入 4 个 圆 盘 时 ， 移 动 圆 盘 的 过 程 如 图 3-22 左 图 所 示 ， 共 需 15 
次 可 完成 任务 。 当 输入 6 个 圆 盘 时 ， 移 动 圆 盘 的 过 程 如 图 3-22 右 图 所 示 ， 共 需要 63 次 
可 完成 任务 。 
3 CADev-Cpp\user3-4exe 


号 当 
| 


SS 


要 相机 四 人 
多 YPMTDAODE 


SS 


1 次 ， 
1 从 ， 


3 
ma 
2 
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3.3.5 “究竟 需要 移动 多 少 次 


根据 我 们 前 面 手 工 推算 移动 次 数 ， 以 及 图 3-22 所 示 计 算 机 程序 运行 得 出 的 移动 
次 数 ， 可 发 现 当 需要 移动 的 圆 盘 数量 为 1、2、3、4、5、6..….. 时 ， 移 动 圆 盘 的 次 数 分 
别 为 : 


四 盘 教 量 : 人 2、 3 4 5 4 
移动 耀 烛 V1、 3、1、15、 歼 、 怒 


可 以 看 出 ， 圆 盘 数 量 按 自 然 数 序列 递增 ， 但 移动 次 数 却 呈 接近 倍数 的 方式 递增 : 


四 盘 数 量 移动 次 数 


1 | 

2 3=| X 2+1 
3 7T=3 X 2+] 
4 15=7 X 2+1| 
5 31=15 X 2+1 
b b3=3| X 2+| 


按 上 面 列表 中 计算 的 移动 次 数 , 每 次 都 是 在 上 一 次 移动 次 数 的 基础 上 乘 以 2 再 加 1， 
如 果 要 直接 计算 移动 n 个 圆 盘 需要 多 少 次 移动 ， 就 需要 逐个 推算 。 其 实 ， 仔 细 分 析 上 面 
的 列表 ， 可 发 现 如 下 规律 : 


移动 次 数 = 2 - | 
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这 样 ， 当 要 移动 64 个 圆 盘 ， 就 需要 : 


2 — | = 18 44 744 073 707 55/ bl5 
3.4 斐 波 那 契 数列 


“ 斐 波 那 契 数列 〈Fibonacci)” 是 由 意大利 数学 家 列 昂 纳 多 。 斐 波 那 契 发 明 的 ， 因 此 
取 名 为 斐 波 那 契 数列 。 在 自然 界 中 ， 很 多 现象 都 符合 斐 波 那 契 数列 ， 例 如 ， 植 物 的 叶 、 
鳞片 、 花 、 茎 等 排列 中 ， 都 可 发 现 这 种 规律 。 那 么 ， 斐 波 那 契 数列 有 什么 规律 ? 让 我 们 
先 从 兔子 的 繁殖 说 起 。 


3.4.1 兔子 的 家 族 


先 来 看 著名 斐 波 那 契 数列 的 例子 :兔子 家 族 。 

意大利 数学 家 列 昂 纳 多 。 斐 波 那 契 在 所 写 的 《算盘 书 》 中 提出 了 下 面 的 问题 

有 小 兔 一 对 ， 如 果 它 们 第 2 个 月 成 年 ， 第 3 个 月 生 下 一 对 小 免 ， 以 后 每 月 生产 小 免 
一 对 ， 而 所 生 的 小 免 亦 在 第 2 个 月 成 年 ， 第 3 个 月 生产 另 一 对 小 兔 ， 此 后 也 每 个 月 生 一 
对 小 免 。 问 一 年 后 共有 多 少 对 兔子 〈 假 设 每 产 一 对 兔子 必须 为 一 雌 一 雄 ， 而 所 有 兔子 都 
可 以 相互 交配 ， 并 且 没 有 死亡 )。 

要 计算 出 一 年 后 共有 多 少 对 兔子 ， 没 有 公式 可 直接 计算 出 来 。 根 据 题 意 ， 每 月 兔子 
的 数量 与 上 月 兔子 和 上 上 月 兔子 的 数量 有 很 大 关系 ， 可 通过 前 两 个 月 的 兔子 数量 推算 出 
当月 兔子 的 数量 。 


3.4.2 ”从 最 初 几 月 数据 中 找 规律 


从 第 1 个 月 开始 向 后 推算 : 

第 1 个 月 ， 只 有 一 对 小 兔子 。 

第 2 个 月 ， 小 兔子 成 年 ， 仍 然 只 有 一 对 兔子 。 

第 3 个 月 ， 有 一 对 成 年 的 兔子 ， 成 年 的 兔子 生产 一 对 小 兔子 ， 共 有 两 对 兔子 。 

第 4 个 月 ， 有 两 对 成 年 的 兔子 ， 以 及 第 3 月 1 对 成 年 兔子 所 生产 的 一 对 小 兔子 ， 共 
有 三 对 兔子 。 

第 5 个 月 ， 有 三 对 成 年 兔子 ， 以 及 第 4 个 月 的 两 对 成 年 兔子 所 生产 的 两 对 小 兔子 ， 
共有 5 对 兔子 。 
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前 面 5 个 月 兔子 繁殖 的 过 程 如 图 3-23 所 示 。 


图 3-23 


设 F(n) 表 示 第 n 个 月 兔子 的 总 数 , 则 图 3-23 所 示 各 月 兔子 数量 可 用 以 下 算式 来 表示 : 


按 上 面 


1 月 : FD=I 

2 月: FQ2)=I 

3 月 : FO)=F(2)+F(OD)=1+1=2 
4 月 : F(9)=F(3)+F(2)=2+1=3 


5 站 : FG5)=F(4)+F(3)=3+2=5 
列 出 的 算式 ， 可 以 很 快 推导 出 1 年 共 12 个 月 ) 后 兔子 的 总 数 ， 具 体 算式 
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b 月 :FUb)=F(5)+F(9)=5+3=8 

1 月 : FO)=F(O)+F(C5)=8+5=13 

8 月 : F(8)=F(OD)+F(b)=13+0=21 

9 月 : F(9)=F(8)+F(T)=21+13=34 
10 月 : F(10)=F(9)+F(8)=34+21=55 
1 月 : FUD=FGlIoO)+F(9)=55+34=89 


12 月 : FF(12)=F(IN)+F(10)= 809+55=144 
也 就 是 说 ，1 年 后 兔子 的 总 数 为 144 对 。 
也 可 将 各 月 的 成 年 兔子 与 小 兔子 的 数量 制作 成 一 个 表格 ， 如 下 所 示 。 
A TT TT 7 To Tor 
Mm | rio ss elsTa lfs 
Wool! | rl 2 Is es [ll | 
em | | | | | sa | "|| wT 


各 月 兔子 的 总 数量 组 成 一 个 列表 ， 如 下 所 示 。 


1, 11, 2, 3, 5, 8, 13, 2], 34, 55, 89, J44, 
3.4.3 ” 斐 波 那 契 数 列 
在 上 面 列 出 的 兔子 繁殖 过 程 中 ， 每 月 兔子 的 数量 组 成 一 个 序列 ， 这 个 序列 就 称 为 斐 


波 那 契 数 列 。 这 个 数列 从 第 3 项 开始 ， 每 一 项 都 等 于 前 两 项 之 和 。 在 数学 上 ， 斐 波 那 契 
数列 可 以 用 递归 的 方法 来 定义 : 
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在 上 面 的 算式 中 Fo 不 是 第 一 项 ， 而 是 第 0 项， 只 是 递归 而 定义 的 一 个 结束 项 。 
在 前 面 计算 兔子 总 数 时 ， 我 们 是 从 第 1 个 月 开始 逐 月 向 后 推导 ， 如 果 要 计算 的 项 n 
的 数据 很 多 ， 就 需要 很 多 个 步骤 进行 推导 。 好 在 我 们 找到 了 斐 波 那 契 数列 的 递归 定义 方 
式 ， 在 上 面 的 3 个 算式 中 ，En 的 值 由 Fe- 和 Fo: 得 出 ， 而 Fo 和 Fnz 又 可 由 它们 的 前 两 
项 得 出 。 也 就 是 说 ， 每 次 递归 调用 ， 都 将 问题 规模 缩小 ， 当 递归 到 第 1 项 和 第 0 项 时 ， 
返回 确定 的 值 ， 这 就 可 使 递归 调用 结束 。 
只 是 ， 在 这 里 的 递归 调用 与 本 章 前 面 例子 中 不 一 样 ， 当 计算 第 mn 项 数据 时 ， 需 要 递 
归 调 用 (n-1) 项 和 (n-2) 项 。 

根据 以 上 分 析 ， 可 用 C 语言 编写 如 下 程序 计算 出 斐 波 那 契 数列 中 的 前 n 项 数据 : 


#include <stdio.h> 


int fibo(int n) 
{ 
if (n==0) 
return 0; 
else if(n==1) 
return 17 
else 
return fibo(n-1)+fibo(n-2); 
} 


int main() 

{ 
ch ee 
printf (" 请 输入 斐 波 那 契 数列 的 数量 : ") ; 
Scanf ("%d", &f); 


printf (" 斐 波 那 契 数 列 : \n"); 
printf ("F (0)=0\n"); 
printf ("F (1)=1\n"); 
for (i=2; i<=f;i++) 
{ 

printf ("F(%d)=F ($d)+F (sd) =%d+%d=%d\n", 

a bo ED 人 ED 

} 


getch(); 
return 0; 


} 


执行 以 上 程序 ， 输 入 12， 表 示 生 成 12 项 斐 波 那 契 数列 ， 得 到 如 图 3-24 所 示 的 
结果 。 
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| = 
震 输 入 非 波 那 要 数列 的 数量 ，12 
时 人 3 


<“@)=@ 


C2)=FC1)+FC@)=1+8=1 
C3)=FC2)+FC1)=1+1=2 
C4)=FC3)+FC2)=2+1=3 
C5)=FC4)+FC3)=3+2=5 
C6)=FC5)+FC4)=5+3=8 
《7?7?=F(6?+F(5?=8+5=13 
《87>=F(7?+F(6>=13+8=21 
《9?=F(8>+F(7?=21+13=34 
《108)=FC9)+FC8)=34+21=55 
11)=FC1@)+FC9)=55+34=89 
C12)=FC11)+FC10)=89+55=144 


图 3-24 
使 用 上 面 的 程序 ， 用 递归 方式 推导 出 第 项 的 斐 波 那 契 数 ， 如 果 半 的 值 很 大 ， 这 个 
推导 过 程 就 比较 繁琐 。 其 实 , 用 初等 代数 解法 也 可 推导 出 计算 第 ”项 斐 波 那 契 数 的 公式 ， 
具体 推导 过 程 这 里 就 不 列 出 来 了 ， 具 体 计算 公式 如 下 : 


Rd 1+ V5 We 
n V5 2 2 
通过 上 面 的 公式 就 可 以 计算 第 ”项 斐 波 那 契 数 。 


如 果 觉 得 以 上 公式 计算 起 来 还 是 比较 麻烦 的 话 ， 可 以 使 用 以 下 公式 得 到 一 个 大 约 
数值 : 


~ 0.4472135955 x 1.618033988745” 
例如 ， 若 取 w=12， 则 : 
F, ~ 0.4472135955 x 1. 6180339887 452 
~ 0.4472135955 x 321.996894 368296 
~ 144.001388 87 


3.4.4 神奇 的 魔 八方 


最 后 ， 来 看 一 个 斐 波 那 契 数 在 魔术 中 的 应 用 :“ 魔 八方 ”。 
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一 位 魔术 师 拿 着 一 块 边 长 为 8 分 米 的 正方 形 地 毯 ， 对 观众 朋友 说 :“ 我 能 把 这 块 地 
毯 分 成 4 小 块 ， 再 重新 缝 成 一 块 长 13 分 米 ， 宽 5 分 米 的 长 方形 地 毯 ， 你 相信 吗 ? ” 

观众 中 有 人 开始 计算 了 : 边 长 8 分 米 的 正方 形 ， 其 面积 为 64 平方 分 米 ， 而 边 长 13 
分 米 ， 宽 5 分 米 的 长 方形 ， 其 面积 为 65 平方 分 米 。 两 者 面积 相关 1 平方 分 米 ， 肯 定 不 
行 啊 。 

魔术 师 之 所 以 称 为 魔术 师 ， 青 定 有 他 的 绝活 ， 结 果 他 还 真 的 拼 出 了 长 13 分 米 、 宽 5 
分 米 的 地 毯 。 如 图 3-25 所 示 ， 就 是 魔术 师 的 裁剪 及 拼接 过 程 ， 左 图 将 正方 形 裁剪 成 了 4 
部 分 ， 右 图 是 由 这 4 部 分 拼接 而 成 。 


图 3-25 


为 什么 经 过 一 裁 一 拼 ， 地 毯 的 面积 就 增加 了 1 平方 分 米 呢 ? 为 了 分 析 这 个 问题 ， 将 
图 3-25 右 图 所 示 的 长 方形 以 左下 角 为 原点 制作 一 个 坐标 系 ， 如 图 3-26 所 示 。 


图 3-26 


在 图 3-26 所 示 坐 标 系 中 ，O 点 为 原点 ， 则 A 点 的 坐标 为 《50，20)，B 点 的 坐标 为 
(80，30)， 则 ZAOC 的 正切 为 5， 而 BOC 的 正切 为 3/8， 显 然 OA 与 OB 不 在 一 条 
直线 上 。 也 就 是 说 ， 实 际 上 后 来 缝 成 的 地 毯 有 条 细 颖 ， 面 积 刚 好 就 是 1 平方 分 米 。 

那么 ， 是 不 是 所 有 正方 形 都 可 以 进行 这 种 方式 的 变化 呢 ? 

先 来 计算 一 下 ， 设 边 长 为 于 的 正方 形 是 否 可 以 进行 这 种 魔 八方 的 变化 。 
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根据 图 3-25 所 示 的 裁剪 和 拼接 方式 ， 可 知道 拼接 后 的 矩形 的 长 度 为 : 
nty (0 人 XI 
由 于 拼接 后 的 长 方形 面积 比 正方 形 的 面积 多 1， 则 可 得 到 以 下 公式 : 
y(nt y=n t+] 
设 : 


n=xt+y 
代入 上 面 的 方程 ， 可 得 到 如 下 方程 : 


Hnt 力 = 由 二 | 


一 
yxfyf+ 力 =(xfy? 二 | 


一 
x+xy-y+l=0 
对 于 这 个 二 元 二 次 方程 ， 由 于 只 有 一 个 方程 式 ， 属 于 不 定 方程 ， 将 这 个 不 定 方程 中 
的 x、 yy 的 值 求 出 来 ， 即 可 得 到 正方 形 的 边 长 。 对 于 不 定 方 程 ， 我们 可 以 先 计算 出 y 的 值 
在 100 以 内 时 的 各 种 整数 解 ， 如 下 表 所 示 。 


二 由 SF | | 

y 89 
la 
可 以 看 出 , x、y 的 值 构成 了 斐 波 那 契 数列 : 1、2、3、5、8、13、21、 34、55、89、…… 


也 就 是 说 ， 正 方式 的 边 长 ”应 为 斐 波 那 契 数列 的 前 两 项 之 和 。 例 如 ， 边 长 为 8、13、21 
这 些 正方 形 都 可 以 按 魔 八方 的 形式 对 图 形 进行 裁 前 和 拼接 ， 以 使 其 面积 增 大 。 
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所 谓 排列 ， 就 是 指 从 给 定 个 数 的 元 素 中 取出 指定 个 数 的 元 素 进行 排序 。 组 合 则 是 指 
从 给 定 个 数 的 元 素 中 仅仅 取出 指定 个 数 的 元 素 ， 不 考虑 排序 。 排 列 组 合 的 中 心 问题 是 研 
究 给 定 要 求 的 排列 和 组 合 可 能 出 现 的 情况 总 数 。 


4.1 把 所 有 情况 都 列 出 来 


数学 是 我 们 日 常生 活 中 不 可 或 离 的 知识 ， 例 如 ， 购 买 商品 的 价格 、 数 量 ， 接 待 来 访 
客户 的 数量 ， 与 客户 签订 合同 的 数量 和 金额 等 ， 这 些 都 用 了 到 最 基本 的 数学 知识 计数 。 

计数 ， 是 我 们 从 幼儿 园 、 小 学 就 开始 学 习 的 最 基本 数学 知识 ， 可 是 ， 到 现在 为 止 ， 
你 会 计数 吗 ? 能 正确 的 计数 吗 ? 


4.1.1 从 0 还 是 1 开始 


计数 还 会 出 错 ? 好 吧 ， 那 我 们 来 看 一 个 例子 。 

小 张 每 天 从 家 里 到 办 公 室 去 上 班 乘坐 地 铁 都 要 购买 3 元 的 票 ， 再 多 坐 一 站 都 需要 购 
买 4 元 的 票 〈 根 据 当地 地 铁 公司 的 票 价 规定 ， 乘 坐 10 个 区 间 的 票 价 为 3 元 ) 。 请 问 ， 小 
张 早上 去 上 班 要 路 过 多 少 个 车 站 ? 

你 可 能 觉得 这 太 简 单 了 吧 ， 这 也 是 一 个 问题 ? 

根据 题 意 ， 小 张 购买 的 是 3 元 的 车 票 ， 再 多 坐 一 站 都 要 购买 4 元 的 车 票 ， 说 明 小 张 
坐 的 车 站 是 3 元 内 的 最 多 车 站 数 ， 即 10 站 。 

所 以 ， 小 张 早上 上 班 路 过 的 车 站 是 10 个 站 。 

可 是 ， 这 个 答案 却 是 错误 的 ! 

正确 的 答案 应 该 是 要 经 过 11 个 车 站 。 为 什么 是 这 样 呢 ? 看 图 4-1 就 可 得 到 答案 。 

在 图 4-1 中 ， 经 过 的 区 间 用 圆圈 中 的 数字 表示 ， 经 过 的 车 站 的 编号 用 下 方 的 数字 表 
示 。 从 图 中 可 看 到 , 小 张 从 地 铁 站 Home 出 发 , 经 过 10 个 区 间 到 达 Office 站 , 包括 Home 
站 在 内 ， 一 共 经 过 了 11 个 地 铁 站 ， 其 中 Home 的 编号 为 0。 

这 是 从 0 开始 计数 的 表示 方式 ， 与 我 们 平常 从 1 开始 计数 有 些 不 同 ， 所 以 很 多 人 都 
容易 在 这 里 犯错 。 
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图 4-1 
对 于 从 0 开始 计数 的 情况 ， 最 后 的 数据 数量 应 是 计数 值 加 上 1， 即 : 


序号 为 4D) 数 据 7Zm 显 第 对 ! 个 数据 


其 实 ， 从 0 开始 计数 这 种 方式 程序 员 应 该 是 比较 熟悉 的 ， 在 C、 a 等 流行 的 程序 
设计 语言 中 ， 数 组 的 下 标 都 是 从 0 开始 计数 ， 例 如 ， 有 以 下 C 语言 程序 : 


#include <stdio.h> 
int main() 
In arell0l (2 3 a0 010 


for (i=0;i<10;i++) 
{ 
printf ("arr[%d]=%d\n",i,arr[i]); 


getch(); 
return 0; 


j 
执行 以 上 C 语言 程序 ， 可 得 到 如 图 4-2 所 示 的 结果 。 


站 CADev-Cpp\user\4-1.exe leluEliE ] 


FTIB]= 工 2 
r[1]=2 国 
r[2]=3 
rr[3]=4 
r[4]1=5 
FI[5]=6 
F[6]=7 
r[?]=8 
r[8]=9 
r[9]=1@ 


图 4-2 
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从 图 4-2 所 示 的 执行 结果 可 看 到 ， 数 组 元 素 的 序号 从 0 开始 ， 程 序 中 定义 的 数组 具 
有 10 个 元 素 ， 其 序号 为 0 一 9。 
因此 ， 如 果 是 以 0 开始 计数 ， 要 注意 : 


4.1.2 


以 0 开始 计数 0i， 
不 归 中 澳 第 "号 数据 ， 
赛程 安排 


赛程 安排 也 是 一 个 计数 问题 。 
在 比赛 的 赛程 安排 中 ， 不 能 漏 掉 参 赛 的 每 一 位 选手 ， 也 不 能 为 某 一 位 选手 安排 重复 
的 比赛 。 这 就 是 计数 中 需要 解决 的 两 个 问题 : 遗漏 和 重复 。 
某 学 校 举行 乒乓 球 比赛 ， 在 初赛 阶段 设置 为 单 循 环 赛 ， 设 有 n 位 选手 参赛 ， 每 位 选 


手 要 与 其 余 每 位 选手 进行 


赛程 应 该 怎么 安排 呢 ? 


为 


了 简化 ， 先 以 5 位 选手 参加 比赛 为 例 来 进行 分 析 。 


- 场 比赛 ， 然 后 按 积 分 排名 选拔 进入 决赛 的 选手 。 这 个 比赛 的 


首先 ， 每 位 选手 都 要 与 其 余 的 每 位 选手 进行 一 场 比赛 ， 制 作 一 张 二 维 表 ， 将 参赛 选 
手 分 别 排 在 行 和 列 中 。 在 纵横 方向 上 都 可 以 设置 与 之 进行 比赛 的 选手 ， 得 到 如 图 4-3 所 


示 比 赛 对 阵 表 。 

四 而 本 上 友 
日 xxVVYY YV 
S WW WY WY_Y 
A 
TT YY YY 
EV YW 

图 4-3 
在 图 4-3 所 示 的 比赛 对 阵 表 中 ， 选 手 自己 不 能 与 自己 比赛 (如 甲 与 不 能 与 日 


赛 ) ， 
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5 X 5-5=20 


FP 进行 比 
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与 乙 进行 比赛 、 乙 再 


赛场 次 也 与 此 相同 。 


这 样 ， 就 出 现 了 计数 中 的 “重复 ”问题 ， 即 某 一 现象 被 重复 计数 。 


可 是 ， 看 图 4-3 还 可 发 现 一 个 问题 ， 每 位 选手 进行 了 两 场 比 赛 。 例 如 ， 从 行 方向 来 
看 ， 第 1 行 中 ， 甲 与 乙 进 行 了 一 场 比 赛 ， 在 第 2 行 中 乙 与 甲 也 进行 了 一 场 比 赛 。 如 果 甲 
与 甲 进行 比赛 ， 甲 、 乙 两 位 选手 就 进行 了 两 场 比赛 。 其 他 选手 的 比 


根据 比赛 规则 ， 每 一 位 选手 只 能 与 其 余 的 每 位 选手 进行 一 场 比 赛 。 因 此 ， 选 手 对 阵 
表 应 如 图 4-4 所 示 ， 这 时 只 考虑 右上 角 那 些 打 对 勾 的 比赛 场次 就 行 了 。 


和 | 二 |I3|IC | 


忆 而 J 谎 
= YY VV WW 
Ox* Ww VW 
3 
SO OO VY 
BG GG © OO 


从 图 4-4 中 可 看 到 各 选手 与 对 手 的 比赛 场次 : 


Hi: 
Ci 
历 : 
丁 : 


让 : 


4 场 (与 己 、 而 、 丁 、 记 纺 赛 ) 
3 场 (与 而 、 丁 、 友 5 察 ) 

2 场 (与 本 、 记 弦 赛 ) 

1 场 (与 记 t( 赛 ) 

0t 罗 


即 ， 比 赛 的 总 场次 为 : 


4+3+2+1 


=(I+4) Xx 4 二 2 


=10 
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经 过 10 场 比赛 ， 各 选手 都 与 对 手 进行 了 一 次 单 循环 比赛 ， 没 有 遗漏 ， 也 没有 重复 。 
从 上 面 的 算式 中 提取 相应 的 规律 ， 对 于 有 n 位 选手 参加 的 单 循环 比赛 ， 需 要 举行 的 
比赛 总 场次 为 : 


(nD+(n-2)+ … 十 3 二 2 二 | 
=[(x-1)f+ 门 x (1) 二 2 
=[ 和 4X (nD] 二 2 
例如 ， 有 5 位 选手 参赛 ， 则 比赛 的 总 场次 为 
(5 X 4) = 2=10 
若 有 10 位 选手 参赛 ， 则 比赛 的 总 场次 为 : 
(10 x 797) = 2=45 


4.2 乘法 原理 


在 实际 应 用 中 ， 要 将 所 有 情况 都 列 出 来 ， 经 常 要 用 到 乘法 原理 和 加 法 原理 。 下 面 先 
来 看 看 乘法 原理 的 应 用 。 


4.2.1 行程 安排 的 问题 


在 日 常生 活 中 常常 会 遇 到 这 样 一 些 问题 ， 就 是 在 做 一 件 事 时 ， 要 分 几 步 才能 完成 ， 
而 在 完成 每 一 步 时 ， 又 有 几 种 不 同 的 方法 。 要 知道 完成 这 件 事 一 共有 多 少 种 方法 ， 就 需 
要 用 乘法 原理 来 解决 。 

例如 : 某 公司 销售 部 王 经 理 从 重庆 到 成 都 参加 西南 片区 的 销售 会 议 ， 之 后 再 到 北京 
参加 全 国 销售 会 议 。 其 中 ， 他 从 重庆 到 成 都 可 以 乘 长 途 汽车 、 火 车 或 飞机 ， 从 成 都 到 北 
京 可 以 乘 火车 或 飞机 。 那 么 ， 王 经 理 从 重庆 经 成 都 到 北京 共有 多 少 种 不 同 的 走 法 ? 

分 析 这 个 问题 发 现 ， 王 经 理 从 重庆 到 北京 要 分 两 步 走 ， 第 一 步 是 从 重庆 到 成 都 ， 可 
以 有 3 种 走 法 ， 即 ; 
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第 二 步 是 从 成 都 到 北京 ， 有 两 种 走 法 ， 即 : 


襄 


所 以 ， 王 经 理 从 重庆 经 成 都 到 北京 共有 下 面 的 6 种 走 法 : 


在 上 面 讨论 问题 的 过 程 中 , 我 把 所 有 可 能 的 办 法 一 一 列举 出 来 , 这 种 方法 叫 穷 举 法 。 
穷 举 法 对 于 讨论 方法 数 不 太 多 的 问题 是 很 有 效 的 ， 但 是 如 果 每 一 步 中 的 方法 数 很 多 时 ， 
需要 重复 列 出 很 多 项 目 ， 费 时 费力 ， 还 容易 出 错 。 例 如 ， 在 上 例 中 ， 如 果 从 重庆 到 成 都 
有 10 种 (或 20 种 走 法 ) ， 从 成 都 到 北京 又 有 10 种 (或 更 多 ) 的 走 法 ， 要 将 每 种 走 法 列 
举 出 来 ， 将 是 比较 繁琐 的 事 。 


4.2.2 ”乘法 原理 适用 条 件 


为 了 解决 穷 举 法 比较 繁琐 的 这 个 问题 ， 可 以 对 上 例 的 行程 问题 做 一 番 总 结 ， 从 中 提 
出 相应 的 规律 ， 以 方便 解决 类 似 问题 。 

上 面 的 例子 中 ， 完 成 一 件 事 要 分 两 个 步骤 ， 由 穷 举 法 得 到 的 结论 可 看 出 ， 用 第 1 步 
所 有 的 可 能 方法 数 乘 以 第 2 步 所 有 的 可 能 方法 数 ， 就 是 完成 这 件 事 的 总 方法 数 。 
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一 般 地 ， 如 果 完 成 一 件 事 需要 n 个 步骤 ， 其 中 ， 做 第 1 步 有 Mn 种 不 同 的 方法 ， 做 
第 2 步 有 M2 种 不 同 的 方法 ， 做 第 3 步 有 Ms 种 不 同 的 方法 ……， 做 第 n 步 有 Mv 种 不 同 
的 方法 ， 那 么 ， 完 成 这 件 事 一 共有 N 种 方法 ， 由 各 步 的 方法 数 相 乘 而 得 到 。 


N=M Xx M, x MX … X AN， 


这 就 是 乘法 原理 。 

哪些 情况 下 适用 乘法 原理 ? 

乘法 原理 的 核心 就 是 分 步 : 每 步 都 只 完成 其 中 的 一 部 分 ， 只 有 每 一 步 都 完成 了 这 件 
事 才 算 完 成 。 分 步 计 数 时 应 注意 步 与 步 之 间 的 连续 性 和 独立 性 ， 以 确保 在 计数 时 不 遗漏 不 

因此 分 步 完 成 的 任务 可 适用 乘法 原理 ， 有 些 问 题 可 能 需要 仔细 分 解 一 下 才能 化 解 为 
分 步 完 成 的 结构 。 


4.2.3 ”棋盘 上 棋子 的 放 法 


再 来 看 一 个 例子 。 如 图 4-5 所 示 是 一 个 4X4 方 格 的 棋盘 , 要 在 该 棋盘 中 放 4 枚 棋子 ， 
使 每 行 每 列 只 能 出 现 一 个 棋子 ， 问 : 共有 多 少 种 不 同 的 放 法 (图 4-5 是 其 中 一 种 放置 棋 
子 的 方法 ) ? 
由 于 4 枚 棋子 要 一 个 一 个 地 放 入 棋盘 的 方 格 内 , 因此 可 看 成 是 分 4 步 解决 这 个 问题 。 
(1) 放置 第 1 枚 棋子 。 此 时 由 于 16 个 棋盘 方 格 都 没有 棋子 ， 因 此 ， 这 枚 棋子 可 放 
在 任意 一 个 方 格 中 ， 有 16 种 不 同 的 放 法 ， 如 图 4-6 所 示 。 


图 4-5 
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(2) 放置 第 2 枚 棋子 。 由 于 棋盘 中 已 经 放置 了 1 枚 棋子 ， 放 第 1 枚 棋子 那 一 行 和 
一 列 中 的 其 他 方 格 内 也 不 能 放 第 2 枚 棋子 ， 因 此 还 剩 下 9 个 方 格 可 以 放 第 2 枚 棋子 ， 即 
第 2 枚 棋子 有 9 种 放 法 ， 如 图 4-7 所 示 。 


图 4-7 


(3) 放置 第 3 枚 棋子 。 这 时 需 去 掉 第 1、2 枚 棋子 所 在 的 行 和 列 的 方 格 ， 还 剩 下 4 
个 方 格 可 以 放置 第 3 枚 棋子 ， 则 第 3 枚 棋子 有 4 种 放 法 ， 如 图 4-8 所 示 。 


图 4-8 


(4) 放 第 4 枚 棋子 。 由 于 要 去 掉 前 3 枚 棋子 所 在 行 和 列 的 方 格 ， 只 剩 下 1 个 方 格 
可 以 放 第 4 枚 棋子 了 ， 因 此 第 4 枚 棋子 只 有 1 种 放 法 ， 如 图 4-9 所 示 。 


图 4-9 
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根据 上 面 的 分 析 ， 用 乘法 原理 即 可 求 出 4 枚 棋子 的 放置 方法 数量 ， 共 有 : 


lb XxX? x 4 x I=51b 
种 不 同 的 放 法 。 


4.2.4” 买 彩票 保证 中 奖 的 方法 


接 下 来 说 一 个 轻松 的 话题 ， 说 说 用 乘法 原理 来 计算 彩票 的 问题 。 

目前 我 国有 福利 彩票 和 体育 彩票 两 大 类 ， 为 国家 的 福利 和 体育 事业 做 出 了 贡献 。 民 
众 购 买 彩票 为 相关 事业 做 出 贡献 ， 也 有 可 能 中 奖 改 善 自己 的 生活 。 

作为 购买 彩票 的 民众 来 说 ， 肯 定 是 希望 自己 能 中 大 奖 ， 那 么 ， 该 怎么 买 彩票 才能 确 
保 中 奖 呢 ? 

由 于 彩票 中 奖 号 码 是 由 摇 奖 机 随机 生成 的 ， 没 办 法 猜 中 ， 因 此 ， 要 确保 中 奖 ， 只 有 
将 所 有 彩票 号 码 全 部 买 完 没 有 遗漏 ， 才 可 确保 中 奖 ! 

那么 ， 所 有 彩票 号 码 共 有 多 少 种 可 能 ?要 花 多 少 钱 才能 买 完 ? 这 就 需要 我 们 用 乘法 
原理 将 所 有 可 能 都 计算 出 来 。 

例如 ， 对 于 体育 彩票 中 的 “七 星 彩 ”， 其 游戏 规则 是 : 彩票 号 码 长 度 为 7 位， 每 位 
数字 为 0 一 9 中 的 一 个 。 那 么 ， 七 星 彩 的 彩票 号 码 有 多 少 种 可 能 ? 

如 图 4-10 所 示 ， 绘 制 7 个 方 框 用 来 填写 彩票 号 码 。 


LIL 
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图 4-10 


由 于 有 7 个 号 码 ， 可 以 认为 是 分 7 个 步骤 来 生成 彩票 号 码 。 

(1) 填 第 1 位 号 码 。 可 以 有 0 一 9 这 10 个 数字 可 用 ， 共 10 种 可 能 
(2) 填 第 2 位 号 码 。 可 以 有 0~9 这 10 个 数字 可 用 ， 共 10 种 可 能 
(3) 填 第 3 位 号 码 。 可 以 有 0 一 9 这 10 个 数字 可 用 ， 共 10 种 可 能 
(4) 填 第 4 位 号 码 。 可 以 有 0~9 这 10 个 数字 可 用 ， 共 10 种 可 能 
(5) 填 第 5 位 号 码 。 可 以 有 0~9 这 10 个 数字 可 用 ， 共 10 种 可 能 
(6) 填 第 6 位 号 码 。 可 以 有 0 一 9 这 10 个 数字 可 用 ， 共 10 种 可 能 
(7) 填 第 7 位 号 码 。 可 以 有 0 一 9 这 10 个 数字 可 用 ， 共 10 种 可 能 
根据 乘法 原理 ， 七 星 彩 的 号 码 总 数 共 有 : 
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I0 X10 x 10 x I0 x I0 x I0 x I0=I0 000 000 
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对 于 七 星 彩 来 说 ， 由 于 各 位 数字 允许 相同 ， 因 此 计算 起 来 很 简单 。 全 部 七 星 彩 号 码 
有 1000 万 个 ， 将 这 1000 万 个 号 码 全 部 买 完 可 保证 中 特等 奖 。 


4.3 加 法 原理 


前 面 曾 提 到 ， 要 将 所 有 情况 都 列 出 来 ， 还 经 常 要 用 到 加 法 原理 。 下 面 就 来 看 看 加 法 
原理 的 特点 和 应 用 。 


4.3.1 仍然 是 行程 问题 


首先 ， 仍 然 来 看 行程 问题 。 
日 常生 活 中 常 有 这 样 的 情况 ， 就 是 在 做 一 件 事 时 ， 有 几 类 不 同 的 方法 ， 而 每 一 类 方 
法 中 ， 又 有 几 种 可 能 的 做 法 。 那 么 ， 考 虑 完成 这 件 事 所 有 可 能 的 做 法 ， 就 要 用 我 们 将 讨 
论 的 加 法 原理 来 解决 。 

例如 ， 某 公司 销售 经 理 王 经 理 从 重庆 到 成 都 参加 会 议 ， 他 可 以 乘 火 车 也 可 以 乘 长 途 
汽车 , 现在 知道 每 天 有 13 趟 火车 从 重庆 到 成 都 ， 有 8 趟 长 途 汽 车 从 重庆 到 成 都 。 那 么 王 
经 理 在 一 天 中 去 成 都 能 有 多 少 种 不 同 的 走 法 ? 

分 析 这 个 问题 发 现 ， 王 经 理 从 重庆 去 成 都 要 么 乘 火车 ， 要 么 乘 长 途 汽车 ， 有 这 两 大 
类 走 法 ， 如 果 乘 火车 ， 有 13 趟 火车 可 选 ， 如 果 乘 长 途 汽车 ， 有 8 趟 汽车 可 选 。 


事 庆 可 天 5 趟 大 车 友 都 
事 太一 者 


那么 ， 王 经 理 在 一 天 中 可 以 有 13+8=21 种 不 同 的 走 法 。 
13+8=21 


4.3.2 总 结 出 的 加 法 原理 


在 上 面 的 问题 中 ， 完 成 一 件 事 有 两 大 类 不 同 的 方法 。 在 具体 做 的 时 候 ， 只 要 采用 一 
类 中 的 一 种 方法 就 可 以 完成 ， 并 且 两 大 类 方法 是 互 无 影响 的 ， 那 么 完成 这 件 事 的 全 部 做 
法 的 总 数 ， 就 是 用 第 一 类 的 方法 数 加 上 第 二 类 的 方法 数 ， 这 就 是 加 法 原理 。 
一 般 地 ， 如 果 完 成 一 件 事 有 N 类 方法 ， 第 一 类 方法 中 有 Mi 种 不 同 做 法 ， 第 二 类 方 
法 中 有 M2 种 不 同 做 法 ， 第 三 类 方法 中 有 Ms 种 不 同 做 法 ……， 第 N 类 方法 中 有 Ms 种 不 
同 的 做 法 ， 则 完成 这 件 事 共 有 : 
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N=M,+M,+M;+ … +M, 


种 不 同 的 方法 。 

选用 加 法 原理 的 条 件 : 如 果 完 成 一 件 事 中 有 六 类 方法 , 这 六 类 方法 彼此 之 间 是 相互 
独立 的 ， 无 论 用 哪 一 类 方法 中 的 某 种 方法 都 能 单独 完成 这 件 事 ， 求 完成 这 件 事 的 方法 种 
类 ， 则 可 使 用 加 法 原理 。 

在 加 法 原理 中 的 分 类 ， 是 指 一 件 事 在 一 定 标准 下 进行 的 分 类 ， 分 类 标准 不 同 ， 得 到 
的 分 类 也 不 同 ， 分 类 要 满足 不 重复 不 遗漏 的 要 求 。 完 成 这 件 事 的 各 种 方法 是 相互 独立 、 
相互 排斥 的 ， 每 一 种 方法 都 能 完成 这 件 事 。 

结合 前 面 用 的 乘法 原理 ， 要 区 分 加 法 原理 与 乘法 原理 ， 只 需要 注意 ， 如 果 做 一 件 事 ， 
完成 它 若是 及 类 办 法 , 是 分 类 问题 , 每 一 类 中 的 方法 都 是 独立 的 , 因此 使 用 加 法 原理 ; 
做 一 件 事 ， 需 要 分 N 个 步骤 ， 步 与 步 之 间 是 连续 的 ， 只 有 将 分 成 的 若干 个 互相 联系 的 步 
又 ， 依 次 相继 完成 ， 这 件 事 才 算 完成 ， 就 适用 乘法 原理 。 

完成 一 件 事 的 分 “类 ”和 “ 步 ” 是 有 本 质 区 别 的 ， 因 此 也 就 将 两 个 原理 区 分 开 了 。 


条 法 原理 Dp 法 序 理 
分 " 步 完成 分 "类 完 护 
步 Z 同 柏 互 关联 类 去 间 相互 独立 
MXMX … X AM MM,t ee tM, 


4.3.3 ” 般 子 出 现 偶数 的 次 数 
在 很 多 游戏 中 ， 都 需要 用 到 找 子 中 的 点 数 来 决定 游戏 的 进程 。 一 粒 散 子 共有 6 面 ， 
分 别 标 出 1、2、3、4、5、6 这 6 个 数字 。 如 果 将 两 粒 仍 子 同 时 掷 下 ， 向 上 一 面 的 数字 之 


和 为 偶数 的 有 多 少 种 情形 ? 如 图 4-11 所 示 ， 两 粒 仍 子 的 点 数 分 别 为 5 和 3， 加 起 来 总 点 
数 为 8， 则 说 明 两 粒 仍 子 总 点 数 为 偶数 。 


人 


图 4-11 


要 使 两 粒 仍 子 点 数 之 和 为 偶数 ， 只 要 这 两 粒 仍 子 点 数 中 数字 的 奇偶 性 相同 即 可 。 即 
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这 两 个 山 子 中 的 数字 要 么 同 为 奇数 ， 要 么 同 为 偶数 ， 若 为 一 奇 一 偶 ， 相 加 的 和 必 为 奇数 。 
所 以 ， 可 分 两 大 类 来 考虑 〈 注 意 是 分 为 两 大 类 ， 不 是 两 步 ) 。 

第 一 类 ， 两 个 数字 同 为 奇数 。 由 于 两 粒 角 子 可 以 分 成 两 步 来 查看 其 点 数 〈 这 里 是 分 
步 ， 不 是 分 类 ) ， 查 看 第 1 粒 般 子 时 ， 出 现 奇数 有 3 种 可 能 ， 即 1、3、5; 查看 第 2 粒 
骨 子 时 ， 出 现 奇数 也 有 3 种 可 能 。 根 据 乘法 原理 ， 这 时 共有 3X3=9 种 不 同 的 情形 。 

第 二 类 ， 两 个 数字 同 为 偶数 ， 类 似 第 一 类 的 讨论 方法 ， 也 有 3X3=9 种 不 同情 形 。 


和 ! 达 般 子 第 : 刁 角 了 
奇数 ?和 神 可 能 035) 3 神 可 能 035 
保教 ”3 种 可 能 Q.4.b) 3 种 本 能 04. 
根据 以 上 的 分 析 可 看 出 , 在 求解 般 子 出 现 偶数 的 可 能 性 时 , 既 有 分 “类 ”也 有 分 “ 布 ”， 
也 就 是 说 ， 需 要 将 乘法 原理 和 加 法 原理 结合 在 一 起 使 用 。 首 先 用 乘法 原理 求 出 两 粒 货 子 


同 为 奇数 ， 使 两 粒 仍 子 总 点 数 为 偶数 的 情况 ， 再 用 乘法 原理 求 出 两 粒 仍 子 同 为 偶数 ， 使 
两 粒 仍 子 总 点 数 为 偶数 的 情况 。 最 后 用 加 法 原理 将 这 两 类 方法 的 数量 相 加 。 


32xX3 + 3 XxX 3=18 


第 1 类 第 ? 半 


即 ， 两 粒 散 子 点 数 总 和 为 偶数 的 情形 共有 18 种 。 
4.4 排列 与 组 合 的 关系 


在 本 章 前 面 学 习 了 通过 计数 将 所 有 情况 都 列 出 来 的 方法 。 下 面 开 始 研 究 排列 与 组 
合 。 根 据 本 章 开 篇 给 出 的 定义 ， 排 列 是 从 给 定 个 数 的 元 素 中 取出 指定 个 数 的 元 素 进行 排 
序 。 组 合 则 是 指 从 给 定 个 数 的 元 素 中 仅仅 取出 指定 个 数 的 元 素 , 不 考虑 排序 。 可 以 看 出 ， 
排列 与 组 合 的 区 别 就 是 看 问题 是 否 和 顺序 有 关 ， 有 关 就 是 排列 ， 无 关 就 是 组 合 。 


4.4.1 排列 
在 实际 生活 中 常 遇 到 这 样 的 问题 ， 就 是 要 把 一 些 事物 排 在 一 起 ， 构 成 一 列 ， 计 算 有 
多 少 种 排 法 ， 这 就 是 排列 问题 。 


在 排列 的 过 程 中 ， 结 果 不 仅 与 参加 排列 的 元 素 有 关 ， 而 且 与 各 元 素 所 在 的 先后 顺序 
也 有 很 重要 的 关系 。 
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1. 有 多 少 种 车 票 ? 


例如 : 在 北京 〈 南 ) 与 上 海 (虹桥 〉 之 间 的 高 速 动 车 G3/G4， 途 经 南京 〈 南 ) ， 开 
通 这 条 线路 的 高 速 动 车 共 需 要 准许 多 少 种 不 同 的 车 票 ? 
分 析 这 个 问题 ， 可 以 用 枚 举 法 解决 ，3 个 城市 之 间 的 火车 票 有 下 面 6 种 方式 : 


起 点 站 到 达 站 车 加 


de 
北 京 ( 南 ) 上 海 ( 红 桥 ) 北京 ( 南 )- 上 海 ( 红 桥 ) 


下 束 ( 南 ) 南 训 ( 南 ) 一 北京 ( 饼 ) 
南 束 ( 南 ) 上 海 ( 红 桥 ) 南京 ( 南 )- 上 霉 ( 红 桥 ) 


南京 ( 南 ) 上 海 虹 桥 ) -南京 ( 南 ) 
上 海 拭 精 / 一 i a En 


如 果 不 用 枚 举 法 ， 注 意 到 要 准备 的 火车 票 的 种 类 不 仅 与 所 选 的 两 个 城市 有 关 ， 而 且 
与 这 两 个 城市 作为 起 点 站 、 到 达 站 的 顺序 有 关 ， 所 以 ， 要 考虑 共 准 备 多 少 种 不 同 的 火车 
票 ， 就 要 在 3 个 城市 之 间 每 次 取出 两 个 ， 按 照 起 点 站 、 到 达 站 的 顺序 排列 。 即 ， 需 要 分 
为 两 步 来 进行 操作 : 

(1) 确定 起 点 站 ， 在 3 个 城市 中 ， 任 取 一 个 为 起 点 站 ， 共 有 3 种 选 法 。 

(2) 确定 到 达 站 ， 每 次 确定 了 1 个 起 点 站 后 ， 只 能 从 剩 下 的 两 个 城市 之 中 选 出 到 
达 站 ， 因 此 就 只 有 两 种 选 法 。 

对 于 这 种 分 步 完 成 的 任务 ， 根 据 乘 法 原理 ， 可 计算 出 需要 准备 的 火车 票 种 类 : 


=》X 2 


=b 


为 叙述 方便 ， 我 们 把 研究 对 象 〈 如 上 例 中 的 火车 站 点 ) 看 作为 元 素 ， 那 么 上 面 的 问 
题 就 是 在 3 个 不 同 的 元 素 中 取出 两 个 ， 按 照 一 定 的 顺序 排 成 一 列 的 问题 。 

我 们 把 每 一 种 排 法 叫做 一 个 排列 〈 如 “北京 ( 南 ) 一 一 南京 ( 南 ) ”就 是 一 个 排列 ) ， 
把 所 有 排列 的 个 数 叫做 排列 数 。 

那么 上 例 中 求 火车 票 种 类 数量 的 问题 就 是 求 排 列 数 的 问题 。 可 以 看 出 ， 求 排列 数 的 
问题 ， 可 以 通过 乘法 原理 进行 快速 计算 。 

既然 知道 了 可 以 通过 乘法 原理 来 解决 这 个 问题 ， 那 么 对 更 复杂 的 情况 也 可 以 方便 地 
解决 了 。 例 如 ， 已 知 从 北京 〈 西 ) 到 广州 〈 南 ) 这 条 高 速 动 车 G7/9 一 共有 6 个 站 ， 那 么 
这 列 高 速 动车 共 需 要 准备 多 少 种 不 同 的 车 票 ? 

如 果 用 枚 举 法 ， 则 可 能 需要 写 出 很 长 一 串 站 名 了 ， 先 将 6 个 站 分 别 作为 起 点 站 ， 再 
将 剩 下 的 5 个 站 作为 到 达 站 。 显 然 ， 这 种 方式 太 繁 琐 了 。 

根据 我 们 前 面 推导 出 的 规律 ， 可 以 用 乘法 原理 解决 这 个 问题 ， 分 两 步 ， 第 1 步 在 6 
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个 站 点 中 取 1 个 作为 起 点 站 (有 6 种 可 能 ) 。 第 2 步 ， 在 剩 下 的 5 个 站 点 中 选 一 个 作为 
到 达 站 (有 5 种 可 能 ) ， 因 此 需 准备 的 车 票 种 类 数量 有 : 


=b X5 


=30 


2. 旗 语 


由 于 火车 票 中 只 有 起 点 站 和 到 达 站 两 个 数据 ， 只 需要 两 个 步骤 即 可 完成 ， 根 据 乘法 
原理 ， 只 需要 将 这 两 步 中 可 选择 站 点 的 数量 相 乘 即 可 得 到 车 票 种 类 数量 。 在 实际 生活 中 
还 经 常 遇 到 更 复杂 的 情况 。 

我 们 来 研究 一 个 更 复杂 的 例子 : 旗 语 。 旗 语 在 古代 是 一 种 主要 的 通信 方式 ， 现 在 是 
世界 各 国 海军 通用 的 语言 。 不 同 的 旗子 ， 不 同 的 旗 组 表达 着 不 同 的 意思 。 现 假设 两 只 船 
之 间 约 定 用 5 面 颜色 各 异 〈 由 红 、 黄 、 蓝 、 白 、 绿 ) 的 旗帜 来 传递 信息 ， 将 这 5 面 旗帜 
放 在 船 头 固定 位 置 。 当 这 种 5 面 旗帜 按 不 同 颜色 排列 时 分 别 表达 不 同 的 信息 ， 则 这 两 只 
船 之 间 通 过 5 色 旗 能 传递 多 少 种 含义 不 同 的 信息 ? 

分 析 : 用 字母 R 表示 红色 、YY 表示 黄色 、B 表示 蓝 色 、W 表示 白色 、G 表示 绿色 ， 
则 5 种 颜色 的 旗子 可 排列 成 如 图 4-12 所 示 的 不 同形 式 。 


RIYIB[WIG][RIY181GIW][RIYIWIBIG][RIYIWIGTB[RIY16GTBIW][RIYTTGTWTB 
RIB]YIWIG [IRISIY]GIW| [RIBIWIY|G| [RIBIWIelY| [RISIGIYIW| RISlG [WY 
RIWIY|B]G][RIWIY|GlB| [RIWIBIYIG|[RIWIBIGlY| [RIWIGIYIB| [RIWIGlSIY 
RIGIY[IBIWRIGI7 WIB| [RIGIBIYIW| RIGIBIWIY| [RIGIWIYIB | [RIGIWIIY 
YIRJBIWIG|[YIRIB]GIW| [YIRIWIGlB| [YIRIWIBlG| [YIRIGIBIw| [YIRIG|IWIs 
YIBIRIWIG|[Y| IRIGIW| [YIBIWIRIG|[Y|BI WelR| [Yl GI RIW| [YlG [WIR 
YIWIRIB]G][YIWIRIGlB| [YIWIBIRIG|[YIWIBIGIR| [YI WIGIRIB| [YI WIGlBIR 
了 1GIRIBIW][7ICIRIWI [YIelBIRIW| [TI lSIWIR| [YI WRIs| [YIGl WIR 
BIRIY]IWIG [BIRIB]GIW| [BIRIWIY]G| [BIRIWIGIY| [BIRIGIBIW [BIRIGIWwIS 
让 YIRIWI6[BIYIRICIW [BITYIWIRIC[B YIWICIR[BYICIRIW S|7|G WIR 
可 WIIRI7YIG[BIWI7IGI7][BIWITIRIG[BWITIGIRI[BWICIRIT][WIGIT[R 
可 [GTRITIW][BIGIRIWIT][BIGITIRIW][BIGITIWIR[BIGIWIRIT][BIGIWIT[R 
WIRIY181G][WIRIYTG18|[WIRIBIYIG][WIRI8TGIY][WIRIGTYT8][WIRIGTBTT 
WIY[RIB1C][WITYIRI618| [WIY ISIRIG| WIY S|GlR| WIIG RIS| [WI7 IG lIR 
WIB]RIYIG [WIBIRIGIY| [WBIYIRIG]| [WSIY]GIR| [WilGIRIY| [W]e]YIR 
WIGlRIYIB [WCGTRIBT7][WIGITIRI8[WICGITIBIR[WIGIBIRIT][WICTBITTR 
GIRIYIBIW)[GIRIYIWIB]| [GIRIBIYIW| [GIRIBIWIY| [GTRIWIYIB]| [GTRIWIS TY 
GTYIR[BIW][GIYIRIWIB] [GTYIBIRIW][GIY1BIWIR[GIYIWIRIB1[GTTIWIB[R 
GBIRIYIW][GIBIRIWIT][EGIBIYIRIW][GIBITYIWIR[EIBIWIRIY1[GIBIWIT[R 
GJWIRIY1B [CGIWIRIBIT][GIWITIRIB[GIWIT[BIRI[GIWIBIRIT][GIWIBTT[R 


而 
这 
S 
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图 4-12 中 的 排列 是 按 以 下 方法 来 处 理 的 ( 共 分 5 步 , 分 别 设置 5 种 颜色 旗帜 的 放置 
位 置 ) : 

(1) 从 5 种 颜色 的 旗帜 中 取 1 面 旗 放 在 第 1 个 位 置 ， 有 5 种 取 法 。 

(2) 从 剩 下 的 4 种 颜色 的 旗帜 中 取 1 面 旗 放 在 第 2 个 位 置 ， 有 4 种 取 法 。 

(3) 从 剩 下 的 3 种 颜色 的 旗帜 中 取 1 面 旗 放 在 第 3 个 位 置 ， 有 3 种 取 法 。 

(4) 从 剩 下 的 2 种 颜色 的 旗帜 中 取 1 面 旗 放 在 第 4 个 位 置 ， 有 2 种 取 法 。 

(5) 只 剩 下 1 种 颜色 的 旗帜 ， 直 接 放 在 第 5 个 位 置 ， 只 有 1 种 取 法 。 

根据 乘法 原理 可 得 : 


=7 X4XxX3xX2x] 


=120 
即 ，5 色 旗 有 120 种 排列 ， 可 表示 120 种 不 同 的 信息 。 
3. 排列 的 数学 表示 


根据 上 面 的 例子 ， 对 排列 进行 归纳 总 结 ， 可 得 到 以 下 规律 : 

一 般 地 ， 从 n 个 不 同 的 元 素 中 任 取出 m 个 (m 和 <n) 元素, 按照 一 定 的 顺序 排 成 一 列 ， 
叫做 从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 素 的 一 个 排列 。 

由 排列 的 定义 可 以 看 出 ， 如 果 两 个 排列 相同 ， 不 仅 表 示 这 两 个 排列 中 的 元 素 完全 相 
同 ， 而 且 各 元 素 的 先后 顺序 也 一 样 。 如 果 两 个 排列 的 元 素 不 完全 相同 ， 或 者 各 元 素 的 排 
列 顺序 不 完全 一 样 ， 则 表示 是 两 个 不 同 的 排列 。 

从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 (m 筷 nm) 元 素 的 所 有 排列 的 个 数 ， 叫 做 从 n 个 元 素 中 取 
出 m 个 元 素 的 排列 数 ， 在 数学 里 将 其 记 为 : 


Pr 


那么 ， 上 面 这 个 排列 的 表示 该 怎么 计算 呢 ? 

根据 前 面 的 两 个 例子 可 以 归纳 出 如 下 计算 步骤 : 

(1) 先 排 第 一 个 位 置 上 的 元 素 ， 可 以 从 个 元 素 中 任 选 一 个 ， 有 n 种 不 同 的 选 法 。 

(2) 排 第 2 个 位 置 上 的 元 素 。 这 时 ， 由 于 第 一 个 位 置 已 用 去 了 1 个 元 素 ， 只 剩 下 (n-1) 
个 不 同 的 元 素 可 供 选择 ， 共 有 (zz-1) 种 不 同 的 选 法 。 

(3) 排 第 3 个 位 置 上 的 元 素 ， 有 (m2) 种 不 同 的 选 法 ; 

第 m 步 : 排 第 m 个 位 置 上 的 元 素 。 由 于 前 面 已 经 排 了 Cm-1) 个 位 置 , 用 去 了 (m-1) 
个 元 素 。 这 样 ,第 m 个 位 置 上 只 能 从 剩 下 的 [n-(m-1)]=(n-m+1) 个 元 素 中 选择 ,有 (n-m+1) 
种 不 同 的 选 法 。 

因此 ， 根 据 乘法 原理 ， 可 列 出 排列 数 的 计算 公式 如 下 : 


。104 。 
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PrT=nxm—-1)xm—2)x.xm—-m+1) 


这 里 ，mn， 且 等 号 右边 从 n 开始 ， 后 面 每 个 因数 比 前 一 个 因数 小 1， 共有 m 个 
数 相 乘 。 

例如 ， 对 前 面 关于 旗 语 的 例子 进行 修改 ， 因 为 用 5 面 5 色 旗 可 以 表示 120 种 状态 ， 
含义 太 多 ， 旗 手 也 可 能 记 不 住 这 么 多 状态 的 含义 ， 也 用 不 了 这 么 多 种 状态 。 现 在 进行 精 
简 ， 仍 然 使 用 5 色 旗 ， 但 是 每 次 只 用 3 面 旗帜 ， 求 这 种 方式 的 旗帜 组 合 能 表示 出 多 少 种 


四 


不 同 的 含义 ? 
根据 前 面 总 结 的 规律 ， 可 用 以 下 算式 来 进行 计算 : 
P=5X4X3 
=b0 


如 果 从 5 色 旗 中 选 4 面 旗 ， 可 以 表示 多 少 种 不 同 的 含义 呢 ? 
P=5 XxX4X3x2 


=120 
可 以 看 出 ， 将 5 面 旗帜 全 部 用 上 和 只 用 4 面 旗帜 ， 得 到 的 排列 数 完 全 相同 。 这 是 由 
于 ， 把 前 4 面 旗帜 选 定之 后 ， 就 只 剩 最 后 那 一 面 旗帜 ， 也 就 没 办 法 选择 了 。 因 此 ， 最 后 
一 面 旗帜 用 不 用 已 经 无 所 谓 
从 排列 的 计算 公式 也 可 看 出 ， 若 从 n 个 元 素 中 选择 n 个 元 素 进行 排列 ， 可 得 到 以 下 
计算 公式 ， 
Pr=nxm—-1)x(mn-2)x..x(n-n+1) 
=nxm—1)x(n—2)x.x2x1 
可 以 看 出 ， 这 就 相当 于 是 计算 n 的 阶乘 了 。 
若 从 n 个 元 素 中 选择 n-1 个 元 素 进行 排列 ， 可 得 到 以 下 计算 公式 : 
Pri=nxm—-1)xm—-2)x.xIn-m—1)+1] 
=nxm—-1)xm—2)x..x2 


可 以 看 出 : 


Pe-+ 二 pr 


所 以 ， 在 上 面 旗 语 的 例子 中 ， 从 5 色 旗 中 选择 4 面 旗帜 就 可 以 表示 出 最 多 的 状态 数 


量 了 。 


se 
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4.4.2 组 合 


日 常生 活 中 有 很 多 “分 组 ”问题 ， 例 如 ， 在 体育 比赛 中 ， 把 参赛 队 分 为 几 个 组 〈 这 
时 分 在 同一 组 中 的 队友 之 间 的 位 置 顺序 并 不 重要 ) ， 这 种 “分 组 ”问题 ， 就 是 我 们 下 面 
将 要 讨论 的 组 合 问题 ， 这 里 ， 我 们 将 着 重 研究 有 多 少 种 分 组 方法 的 问题 。 


1. 有 多 少 种 票 价 ? 


仍然 来 看 火车 票 的 问题 。 

在 前 面 计算 排 列 数 的 例子 中 ， 我 们 已 经 知道 在 北京 〈 南 ) 与 上 海 〈 虹 桥 ) 之 间 的 高 
速 动 车 G3/G4， 途 经 南京 《 南 ) ， 开 通 这 条 线路 的 高 速 动 车 会 有 6 种 不 同 车 票 。 现 在 要 
求 这些 火 车 票 共 有 几 种 价格 《假设 相同 两 站 之 间 往 返 票 价 相同 ) ? 

由 于 往返 票 价格 相同 ， 这 时 ， 从 “北京 〈 南 ) ”到 “南京 〈 南 ) ”的 车 票 价格 与 从 
“南京 〈 南 ) ”到 “北京 〈 南 ) ”的 票 价 相同 。 


北 训 ( 南 ) 一 向 让 ( 南 ) 画 价 1485 元 
南 序 ( 南 ) 一 北 率 ( 专 ) 本 价 1485 元 


因此 ， 求 有 多 少 种 价格 的 问题 实际 上 就 是 计算 从 3 个 城市 中 取 两 个 城市 ， 有 多 少 种 
不 同 的 取 法 ， 即 这 时 只 与 考虑 的 两 个 城市 有 关 而 与 两 个 城市 的 顺序 无 关 。 
通过 枚 举 法 可 求 出 有 以 下 3 种 票 价 : 


1 一 一 上 海 ( 红 桥 ) 
南 育 ( 南 ) <- 一 > 上 海 (虹桥 ) 


这 是 通过 枚 举 法 推导 出 来 的 数量 ， 如 果 要 计算 的 车 站 数量 增多 ， 用 这 种 枚 举 方法 显 
然 就 不 方便 了 。 

那么 ， 有 没有 办 法 通过 公式 进行 计算 呢 ? 

我 们 来 推导 一 下 。 要 计算 车 票 价格 的 种 类 可 按 以 下 方式 考虑 : 

(1) 仍然 按 “ 排 列 ” 的 方式 计算 出 有 多 少 种 排列 数 。 

守重 复 计 数 的 部 分 。 

点 就 是 该 怎么 计算 重复 部 分 了 。 
在 上 面 计 算 车 票 价格 的 问题 中 ， 每 张 车 票 需要 关注 的 有 两 个 站 点 名 称 ，A 站 到 B 站 


“06s 
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和 了 B 站 到 A 站 的 票 价 是 一 样 的 ， 但 在 第 〈1) 步 的 排列 中 却 计算 了 2 次 ， 实 际 车 票 价格 
只 有 一 种 。 所 以 ， 重 复 计 数 1 次 。 这 样 ， 只 需要 将 第 (1) 步 计算 的 排列 数 除 以 2， 就 可 


旺 


以 得 到 不 同 的 车 票 价格 数量 了 。 
根据 以 上 推导 过 程 ， 如 果 一 列 火车 有 10 个 站 点 ， 则 这 列 火车 的 票 价 种 数 为 : 
了 
=I0 X92 
=45 


2. 有 多 少 组 旗 语 ? 
在 上 面 旗 语 的 例子 中 , 如 果 不 关注 各 色 旗 帜 的 排放 顺序 , 5 色 旗 能 有 多 少 种 组 合 呢 ? 
由 于 不 区 分 各 色 旗 帜 的 排列 顺序 ， 因 此 ， 如 下 面 的 5 种 排列 其 实 都 只 能 算是 一 种 组 
合 ， 因 为 都 是 由 红 (R) 、 黄 (Y) 、 蓝 (B) 、 白 (W) 、 绿 (G) 这 5 种 颜色 的 旗帜 
组 成 的 。 
RIYIBIWIG 
从 图 4-12 中 可 看 出 ， 图 中 的 120 种 排列 情况 中 的 每 种 排列 都 包含 5 种 颜色 


因此 ， 若 用 5 面 5 色 旗 帜 只 能 构成 一 种 组 合 。 
那么 ， 若 只 取 5 色 旗 中 的 4 面 旗帜 ， 可 以 构成 多 少 种 组 合 呢 ? 
根据 我 们 上 面 推导 出 的 火车 票 价格 种 类 的 方法 ， 同 样 可 以 分 成 两 步 来 计算 旗 语 的 组 
合 种 类 ， 即 ; 
(1) 按 “ 排 列 ” 的 方式 计算 出 旗 语 有 多 少 种 排列 数 。 
(2) 剔除 重复 计数 的 部 分 。 
对 于 第 (1) 步 ， 计 算 从 5 色 旗 中 取 4 面 旗 可 构成 多 少 排列 数 ， 可 按 以 下 公式 计算 : 


P57 XxX4xX3x2 


W|IRIYIGIWIB 


RIYIBTGIW| [RIYIWIB1G| [RIYIWIGIB| [RIYIGT]B 


9 训 帜 ， 


=|120 


在 第 〈2) 步 ， 需 要 计算 重复 计数 的 部 分 ， 将 这 部 分 从 排列 数 中 剔除 ， 才 能 得 到 实 


际 的 组 合 种 类 数 。 该 如 何 计 算出 重复 的 数据 呢 ? 
在 这 个 例子 中 要 计算 出 重复 数 ， rg il 因为 火车 票 价 


只 需要 2 个 元 素 ， 而 现在 的 例子 中 每 一 个 组 合 要 用 4 个 元 素 〈 即 4 种 颜色 的 旗帜 ) 。 
Was 
(CW) ， 这 4 种 颜色 的 旗帜 按 排 列 的 方式 可 得 到 如 图 4-13 所 示 的 排列 情况 ， 有 24 种 。 


A 
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RIYIBIW| [RIYIWIB| [RIBIYIW| [RIBIWIY| [RIWIYIB| [RIWIBTY 

YIRIBIW| |YIRIWIB| I[YIBIRIW| [YIBIWIR| IYIWIRIB| |YIWIBIR 

BIRIYIW| [BIRIWIY| [BIYIRIW| [BIYIWIR| IBIWIRIY| IBIWIYIR 

WIRIYIB| IWIRIBIY| IWIYIRIB| [WIYIBIR|I IWIBIRIY| IWIBIYIR 
图 4-13 


可 以 看 出 ， 图 4-13 是 枚 举 的 排列 数 ， 也 可 用 以 下 公式 计算 : 
Pi=4X3Xx2 


=24 


如 图 4-13 所 示 ， 这 24 种 排列 其 实 只 是 一 种 组 合 。 这 样 ， 就 可 将 第 〈1) 步 中 计算 出 
的 排列 数 120， 除 以 第 〈2) 步 中 计算 出 的 排列 数 24， 即 可 得 到 组 合 数 5。 即 从 5 色 旗 中 
选择 4 面 旗帜 可 得 到 5 种 不 同 的 组 合 。 


3. 组 合 的 数学 表示 
一 般 地 ， 从 n 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 (mn) 元素 组 成 一 组 不 计较 组 内 各 元 素 次 序 
的 序列 ， 岂 做 从 n 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 素 的 一 个 组 合 。 
由 组 合 的 定义 可 以 看 出 ， 两 个 组 合 是 否 相 同 ， 只 与 这 两 个 组 合 中 的 元 素 有 关 ， 而 与 
取 到 这 些 元 素 的 先后 顺序 无 关 ， 只 有 当 两 个 组 合 中 的 元 素 不 完全 相同 时 ， 它 们 才 是 不 同 
的 组 合 。 
从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 素 (mn) 的 所 有 组 合 的 个 数 ， 叫 做 从 个 不 同 元 素 
中 取出 m 个 不 同 元 素 的 组 合 数 ， 记 作 : 
ee 
根据 前 面 的 两 个 例子 可 得 出 组 合 数 的 计算 公式 : 
CP Pr 
有 了 这 个 公式 ， 就 可 以 方便 地 计算 出 从 个 元 素 中 选择 m 个 元 素 的 组 合 数 了 。 
例如 ， 在 计算 不 同 火 车 票 价格 种 类 的 例子 ， 就 是 要 计算 从 3 个 城市 中 取 2 个 城市 的 
组 合 数 ， 可 使 用 以 下 公式 进行 计算 : 
4_p2 - 2 
| 入 
=( 7? X2)=(2X1) 
=3? 


"108 。 
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而 在 旗 语 的 例子 中 ， 从 5 色 旗 中 选择 4 面 旗帜 共 可 得 到 的 组 合 数 可 用 以 下 公式 进行 
计算 : 


Casp, 
=5X4Xx3x2)=(4Xx3Xx2x1) 
起 
从 5 色 旗 中 选择 3 面 旗帜 ， 共 可 得 到 多 少 组 合 数 呢 ? 
Cp 了 
=5 X4XD=-(3x2x) 
=10 
由 此 可 见 ， 在 n 个 元 素 中 选择 m 个 元 素 进 行 组 合 , 得 到 的 组 合 数 与 m 有 关 。m 越 大 
组 合 数 反而 越 小 ， 若 m=n， 则 组 合 数 为 1。 
4.4.3 ”排列 与 组 合 的 联系 


F 面 再 来 看 看 排列 与 组 合 的 联系 吧 。 以 从 5 色 旗 中 选择 3 面 旗帜 为 例 ， 来 分 析 排列 
与 组 合 的 关系 。 
首先 来 看 ， 如 果 取 3 面 旗帜 ， 可 得 到 如 图 4-14 所 示 的 排列 。 这 种 用 所 有 元 素 进 行 的 
排列 称 为 全 排列 。 
Pp;=b 
RIY|IB RIBIY YIRIB|[YIBIR BIRIYIIBIYIR 


图 4-14 


接着 再 来 看 从 5 色 旗 中 取 3 面 旗帜 的 组 合 情 况 ， 如 图 4-15 所 示 。 

将 图 4-15 所 示 组 合 的 第 1 个 组 合 中 的 各 色 旗 帜 进行 排列 ， 就 可 得 到 图 4-14 所 示 的 
排列 。 若 将 其 余 各 组 合 也 进行 类 似 的 排列 ， 就 可 得 到 如 图 4-16 所 示 的 排列 效果 (中 间 部 
分 省 略 了 ) 。 

在 图 4-16 中 ,已 将 排列 数 与 组 合 数 的 关系 通过 算式 列 出 来 了 ， 这 个 算式 与 上 节 介 绍 
的 组 合 数 计算 公式 相符 。 
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RIYIB 

RIYIW 

RIYIG 

RIBIW 

Ci 

RIWIG 

YIBIW 

YiBlG 

YWia 

BIWIG 

图 4-15 
P=b 
RITI8B1[RIBIY][YIRI8][YIBTIR][BIRIY][BTIYIR 
RIYIW 
RIYlG 
RIBIW 
C=10 [R181G] P=P; x OC 

RIWIG 
加 回回 
YiBpla 
YIWIG 
BINWIG][BIGIW][WIBIG][WIGT81[STBIW][STIWIZ 


图 4-16 


4.4.4 可 重 排列 


在 上 面 介绍 的 排列 是 从 n 个 不 同 的 元 素 中 任 取出 m 个 (mn) 元素 , 按照 一 定 的 顺 
序 排 成 一 列 。 这 里 选取 的 元 素数 量 m 不 能 超过 nw， 并 且 当 选取 了 一 个 元 素 之 后 ， 这 个 元 
素 就 不 能 再 次 被 选取 了 。 也 就 是 说 ， 在 一 个 排列 中 ， 元 素 之 间 的 值 不 会 相同 。 
在 现实 生活 中 ， 还 会 出 现 男 一 种 情况 ， 就 是 在 一 个 排列 中 ， 有 的 元 素 是 相同 的 。 例 
如 ， 电 话 号 码 是 由 0~9 这 10 个 数字 排列 组 成 ， 各 位 数字 有 可 能 重复 。 如 电话 号 码 
82608833 中 数字 8 出 现 了 3 次 ， 数 字 3 出 现 了 2 次 。 

对 于 这 种 从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 元 素 ( 同 一 个 元 素 允许 重复 取出 )， 按 照 一 定 


“1 
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的 顺序 排 成 一 列 ， 叫 做 n 个 不 同 元 素 的 一 个 m- 可 重 排列 。 
1. 有 多 少 个 电话 号 码 ? 


对 于 重复 排列 中 排列 数 的 计算 ， 不 能 再 使 用 前 面 介绍 的 方法 了 。 

例如 : 北京 市 固定 电话 号 码 是 由 8 位 数字 组 成 ， 每 位 数字 可 从 0~9 中 任 取 一 个 ， 
问 北京 市 固定 电话 最 多 可 有 多 少 种 不 同 的 电话 号 码 ? 

不 考虑 电话 号 码 中 是 否 有 特殊 号 码 ， 只 按 数字 进行 排列 的 话 ，8 位 数字 中 每 一 位 数 
都 可 以 在 0 一 9 这 10 个 数码 中 取 一 个 。 


位 位 位 位 位 位 位 位 
数 数 数 数 数 数 数 数 
可 按 以 下 方法 计算 电话 号 码 各 位 的 可 能 情况 : 
第 1 位 : 可 取 0~9 这 10 个 数 中 的 一 个 ， 有 10 种 可 能 ; 
第 2 位 : 可 取 0~9 这 10 个 数 中 的 一 个 ， 有 10 种 可 能 ; 
第 3 位 : 可 取 0~9 这 10 个 数 中 的 一 个 ， 有 10 种 可 能 ; 


8 位 电话 号 码 可 分 8 步 分 别 考虑 可 能 的 情况 ， 根 据 乘法 原理 可 得 : 
=I0 XI0 XI0xXI0xXI0xXI0x 10x I0 


=J00000000=103 


六 此 ，8 位 数 的 电话 号 码 有 1 亿 种 可 能 。 也 就 是 说 ， 用 8 位 数字 可 以 排列 出 1 亿 个 
电话 号 码 。 

注意 ， 在 上 面 的 排列 中 ， 将 各 种 情况 都 包含 在 内 ， 没 有 考虑 一 些 特殊 情况 。 例 如 ， 
8 位 数 全 部 为 0， 或 前 7 位 都 为 0， 只 有 个 位 数 的 〈 即 1 位 数 的 电话 号 码 ) ， 或 者 只 有 2 
位 数 电话 号 码 ， 这 些 在 实际 生活 中 都 不 存在 。 

从 这 个 例子 可 看 出 ， 对 于 可 重 排列 ， 要 计算 其 排列 数 ， 可 使 用 以 下 公式 : 


ww 半 放 天: 
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n m 


即 ，n 个 不 同 元 素 的 m- 可 重 排 列 数 为 n 的 m 次 。 
2. 汽车 牌照 问题 


在 国内 ， 民 用 机 动车 的 牌照 号 是 由 多 部 分 组 成 的 ， 有 省 的 简称 ， 地 级 市 字母 代码 及 
5 位 字符 编码 组 成 ， 如 图 4-17 所 示 的 车 牌号 为 “ 浙 F99999”。 


图 4-17 


如 果 车 牌号 后 面 的 5 位 数 只 采用 数字 进行 组 合 ， 可 以 有 多 少 个 不 同 的 号 牌 ? 
根据 上 面 可 重 排列 的 计算 规则 ， 可 得 : 


105=100000 


即 ， 可 有 10 万 个 不 同 的 号 牌 。 

对 于 一 个 地 级 市 ，10 万 个 车 牌号 明显 不 够 用 。 为 了 使 每 一 位 车 主 都 能 有 自己 唯一 的 
车 牌号 ， 该 怎么 办 呢 ? 

根据 可 重 排列 数 的 计算 公式 中 用 到 的 n 和 m 这 两 个 变量 ， 可 有 两 种 解决 方案 : 

第 一 种 方法 是 增加 m 的 值 ( 即 增加 车 牌号 码 的 位 数 ， 由 5 位 数 改 为 6 位 、7 位 、 甚 
至 8 位 数 ) ， 这 样 就 可 呈 10 倍 、100 倍 、1000 倍 地 增加 不 同 的 车 牌号 。 

第 二 种 方法 则 是 增加 的 值 ， 也 同样 可 增加 不 同 的 车 牌号 。 

现实 中 采用 是 的 第 二 种 方法 ， 在 车 牌号 后 5 位 数 中 除了 使 用 数字 之 外 ， 增 加 使 用 英 
文字 母 。 除 了 英文 字母 0 与 数字 0， 字母 I 与 数字 1 不 易 分 辨 不 用 之 外 ， 使 用 其 余 24 个 
大 写字 母 。 这 样 ，10 个 数字 加 上 24 个 字母 ， 共 34 个 符号 ， 则 可 得 到 4 千 多 万 个 不 同 的 
号 牌 。 


345=45435424 


可 以 看 到 ， 增 加 的 值 ， 可 显著 增多 可 重 排列 数 。 

现在 一 般 一 个 地 级 市 的 机 动车 拥有 量 在 百 万 之 内 整个 北京 400 万 辆 左右 ， 分 到 各 
区 就 具有 几 十 万 辆 了 ) ， 肯 定 够 用 了 。 一 般 城市 通常 最 多 在 车 牌号 码 的 5 位 中 使 用 2 位 
字母 ， 那 么 ， 这 样 会 有 多 少 个 不 同 的 车 牌号 码 呢 ? 下 面 分 3 种 情况 来 计算 : 

第 1 种，5 位 号 码 全 部 为 0 一 9 的 数字 ， 可 有 10 万 个 不 同 的 车 牌号 。 

第 2 种 ， 若 在 5 位 车 牌号 码 中 有 一 位 使 用 英文 字母 ， 其 他 4 位 使 用 数字 ， 可 有 以 下 
5 类 情况 (字母 A 表示 24 个 英文 字母 中 的 一 个 ， 数 字 0 表示 0 一 9 中 的 一 个 数字 ) 。 


A0000、 0A000、 00A00、 000A0、 0000A 
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每 类 可 得 到 不 同 车 牌号 码 数量 为 : 
24 x I0 x I0 x 10 x 10=240000 
则 5 类 情况 可 得 到 不 同 车 牌号 码 数量 为 : 
240000 X 5=1200000 
也 就 是 说 ， 第 二 种 车 牌号 码 〈 即 1 位 英文 字母 、4 位 数字 ) 可 有 120 万 个 不 同 的 号 


个 。 
第 3 种 ， 若 在 5 位 车 牌号 码 中 有 2 位 使 用 英文 字母 ， 其 他 3 位 使 用 数字 ， 可 有 以 下 
10 类 情况 (字母 A 表示 24 个 英文 字母 中 的 一 个 ， 数 字 0 表示 0 一 9 中 的 一 个 数字 ) : 


AA000、 ADA00、 AD00A0、 A000A 


0AA00、 0A0A0、 0A00A 
00AA0、 00A0A 


000AA 
每 类 可 得 到 不 同 车 牌号 码 数量 为 : 
24 Xx 24 x I0 x 10 x 10=575000 
则 10 类 情况 可 得 到 不 同 车 牌号 码 数量 为 : 
5Tb000 X 10=57b0000 
将 以 上 3 种 情况 中 的 数值 进行 累加 ， 即 可 得 到 不 同 车 牌号 码 数量 为 : 
100000+1200000+57b0000=79b0000 


这 样 ，5 位 车 牌号 中 ， 有 0 一 2 位 用 英文 字母 ， 另 5 一 3 位 使 用 数字 ， 可 有 796 万 多 
个 不 同 的 号 码 ， 足 够 使 用 了 。 


4.5 计算 机 中 的 字符 编码 


通过 将 数字 、 字 符 进行 一 定 的 排列 ， 可 得 到 如 电话 号 码 、 车 牌号 这 类 日 常用 到 的 信 
息 。 类 似 地 ， 在 计算 机 中 也 广泛 使 用 这 类 可 重 排列 进行 信息 处 理 。 例 如 ， 计 算 机 中 的 字 
符 编 码 就 是 一 个 明显 的 例子 。 在 计算 机 中 ， 最 初 使 用 的 是 ASCIIE 码 ， 但 是 ， 由 于 这 种 编 
码 只 能 处 理 英文 字符 ， 对 于 像 中文 这 种 有 上 万 种 不 同 字符 的 情况 ， 就 无 法 处 理 了 。 为 此 ， 
必须 引用 新 的 编码 ， 常 见 的 如 GB2312、UNICODE 等 。 


ek 
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4.5.1 ASCII 码 能 表示 的 字符 数量 


信息 在 计算 机 上 是 用 二 进 制 表示 的 ， 这 种 表示 法 让 人 理解 起 来 很 困难 。 因 此 计算 机 
上 都 配 有 输入 和 输出 设备 ， 这 些 设备 的 主要 目的 就 是 ， 以 一 种 人 类 可 阅读 的 形式 将 信息 
在 这 些 设备 上 显示 出 来 ， 供 人 们 阅读 理解 。 为 保证 人 类 和 设备 、 设 备 和 设备 之 间 能 进行 
正确 的 信息 交换 ， 人 们 编制 了 统一 的 信息 交换 代码 ， 这 就 是 ASCII 码 ， 它 的 全 称 是 
“American Standard Code for Informatio” (美国 信息 交换 标准 代码 ) 。 


1. 标准 ASCII 码 


ASCII 是 基于 拉丁 字母 的 一 套 电脑 编码 系统 。 它 主要 用 于 显示 现代 英语 和 其 他 西欧 
语言 ， 是 现今 最 通用 的 单字 节 编 码 系统 ， 并 等 同 于 国际 标准 ISO/TEC 646。 

在 ASCII 码 的 最 初 编码 规则 中 ， 规 定 使 用 7 位 二 进 制 来 表示 一 个 字符 。 那 么 ， 按 这 
种 规则 ，ASCI 码 有 多 少 个 不 同 的 编码 呢 ? 也 就 是 说 能 表示 多 少 个 不 同 的 信息 呢 ? 

一 个 ASCII 码 可 能 如 下 所 示 ， 其 中 8 位 二 进 制 中 的 每 一 位 可 取 0 或 1。 


了 


根据 前 面 学 习 的 计算 可 重 排列 数 的 规则 来 计算 ， 每 一 位 二 进 制 位 有 2 种 可 能 《〈 即 
n=2) ， 其 位 数 为 7( 即 m=7) ， 则 : 


n=2'=128 


即 ，ASCII 码 可 表示 128 种 不 同 的 信息 。 如 表 4-1 所 示 就 是 计算 机 中 用 到 的 ASCIT 
码 表 ， 每 一 个 编码 对 应 一 个 控制 字符 或 一 个 英文 字母 、 数 字 、 特 殊 符号 。 
从 表 4-1 的 ASCII 码 表 中 可 发 现 一 些 编码 的 大 小 规则 ; 
口 数字 0~9 比 字 母 的 编码 小 ， 如 "9"<"A"; 
口 数字 0 比 数字 9 的 编码 小 ， 并 按 0 一 9 顺序 递增 ， 如 "2"<"3"; 
口 字母 A 比 字 母 Z 的 编码 小 ， 并 按 A 到 ZzZ 顺 序 递 增 ， 如 "A"<"B"; 
口 ”相同 字母 的 大 写字 母 比 小 写字 母 编码 小 ， 如 "A"<"a"。 
无 论 在 哪 种 程序 设计 语言 中 ，ASCII 的 编码 规则 都 是 相同 的 。 在 程序 中 比较 两 个 字 
符 串 的 大 小 时 ， 默 认 都 是 按 各 字符 对 应 的 ASCII 码 的 大 小 来 进行 比较 。 因 此 ， 程 序 员 应 


到 全 和 二 
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记 住 以 上 规则 。 
根据 以 上 编码 的 大 小 规则 ， 只 要 记 住 数字 “0” 和 字母 “A”、“a” 的 ASCII 码 分 
别 为 48、65、97， 就 可 以 推导 出 后 续 数 字 或 字母 的 ASCI 码 了 。 


表 4-1 ASCII 码 表 


ASCIT 码 | 控制 字符 字符 
000 NUL space) | 0 | @ | 0% | . 
001 ! a 
002 本 b 
003 CG 
004 d 
005 e 
006 生 
007 g 
008 h 
009 1 
010 j 
011 10' k 
012 | 1 | 1 
013 077 M | 1 | 
014 SO 
015 SI 
016 DLE 
017 DC1 | ol | © | 
018 DC2 | 082 | R | 
019 DC3 S 
020 DC4 
021 NAK 
022 SYN 
023 ETB 087 W 
024 CAN 
025 EM 
026 SUB 
027 ESC 
028 FS 
029 GS 
030 RS 
031 US 
2. 扩展 ASCIl 码 


ASCII 是 美国 标准 ， 所 以 它 不 能 很 好 地 满足 其 他 非 英语 国家 的 需要 。 例 如 英国 的 英 
镑 符号 〈 飞 ) 在 表 4-1 中 就 没有 。 

在 使 用 过 程 中 还 发 现 ASCII 码 有 以 下 问题 : 
口 没有 拉丁 语 字母 表 重 音符 号 。 
口 没有 斯 拉夫 字母 表 的 希腊 语 、 希 伯 来 语 、 阿 拉 伯 语 和 俄语 中 的 符号 。 


作证 和 二 
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口 没有 中 国 汉字 系统 的 象形 汉字 符号 
口 没有 日 本 和 朝鲜 文 符号 。 
为 了 适应 计算 机 的 发 


o 


二 进 制 ， 而 标准 ASCII 码 只 使 用 了 7 位 。 将 8 位 二 进 制 都 用 来 表示 ASCI 码 ， 就 可 扩 


其 表示 范围 。8 位 二 进 制 可 表示 的 编码 数量 为 : 


n=25=25b 


增加 一 位 二 进 制 ， 可 扩充 一 倍 的 编码 数量 。 


扩 


加 了 128 一 255 这 128 个 编码 ， 如 表 4-2 所 示 。 


表 4-2 扩展 ASCII 码 表 


展 ， 逐 渐 出 现 了 扩展 ASCII 码 。 由 于 计算 机 中 一 个 字 节 为 8 位 


展 


展 ASCII 码 表 除了 前 面 0 一 127 这 部 分 与 表 4-1 的 标准 ASCII 码 相同 之 外 ， 还 增 


ASCI[ 码 | ”字符 字符 字符 ”| ASCI[ 码 | 字符 
128 旺 160 192 L 224 a 
129 u 161 193 = 5 B 
130 é 162 194 工 226 r 
131 a | 16G3 | ww | 195 上 227 n 
132 a = 228 
133 a 十 229 o 
134 CT EE | ET 小 -站 230 n 
135 | 107 | ° | 1% | 上 231 t 
136 ee | i | | 2%0 | 上 232 中 
137 e_ | 1% | rT | ao | r 233 9 
138 e + 234 Q 
139 加 工 235 6 
140 i % 204 上 236 图 
141 i | 13 | ;: | 2» | 一 237 中 
142 A + 238 8 
143 A | » | 十 239 个 
144 E 颇 至 240 二 
145 下 和 回忆 241 十 
146 下 圳 工 242 > 
147 6 | 243 < 
148 6 | 四 244 
149 0 二 rc 245 1 
150 th | rc 246 下 
151 i 了 十 247 
152 六 加 十 248 0 
153 0 了 加 249 家 
154 U | E 250 
155 ¢ 国 251 J 
156 生 a 国 25% nN 
Ee ¥ 到 | 253 
158 1 忆 | 254 国 
159 玫 四 | 园 255 


+ 
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4.5.2 ”能 表示 更 大 范围 的 编码 


参考 表 4-1 和 表 4-2 可 看 出 ， 包 含 扩展 ASCII 码 在 内 ， 一 共 只 能 表示 256 个 符号 ， 
只 包括 了 一 些 字符 、 数 字 、 标 点 符号 的 信息 表示 。 这 主要 是 因为 计算 机 是 美国 发 明 的 ， 
在 英文 下 面 ， 我 们 使 用 ASCII 码 表示 就 足够 了 ! 但 是 在 汉字 输入 时 ， 用 ASCII 码 就 不 能 
表示 所 有 的 汉字 了 【〔 仅 常用 汉字 就 上 万 个 〉。 


1. 用 双 字 节 和 4 字 节 进行 编码 


怎么 来 唯一 地 表示 成 千 上 万 的 汉字 呢 ? 根据 我 们 前 面 介 绍 的 排列 规则 ， 由 于 计算 机 
中 信息 只 能 使 用 二 进 制 表示 ， 每 一 个 二 进 制 位 只 能 为 0 或 1 (相当 于 在 排列 中 的 ” 值 为 
固定 的 2〉， 因 此 ， 只 有 增加 二 进 制 位 数 ( 相 当 于 增加 m 的 值 )， 这 样 才能 扩大 排列 数 ， 
以 表示 更 多 的 汉字 或 其 他 符号 。 

在 现在 的 计算 机 中 ， 虽 然 最 小 处 理 单位 为 一 个 二 进 制 位 ， 但 在 读 取 或 存储 数据 时 ， 
通常 都 是 按 字 节 进 行 处 理 的 。 一 个 ASCII 码 正好 是 一 个 字 节 (8 位 二 进 制 ) ， 要 扩展 字 
符 的 编码 ， 就 可 考虑 采用 2 个 字 节 (16 位 二 进 制 位 ) ， 则 可 表示 的 符号 数 为 : 


n=21=b5535 


中 文 编码 (有 很 多 中 文 编码 方案 ) 都 采用 2 个 字 节 来 表示 一 个 汉字 ， 称 为 双 字 节 形 式 。 
可 是 ， 双 字 节 汉字 编码 仍然 不 够 用 。 汉 字 的 数量 非常 庞大 ， 总 量 是 多 少 ， 大 家 没有 
一 个 统一 的 说 法 。 有 “总 汇 汉字 之 大 成 ” 评价 的 《康熙 字典 》， 收 录 的 汉字 是 4 万 多 个 。 
1994 年 出 版 的 《中 华 字 海 》 收 入 了 87019 个 汉字 ， 而 已 经 通过 专家 鉴定 的 北京 国安 咨询 
设备 公司 的 汉字 字库 ， 收 录 有 出 处 的 汉字 91251 个 ， 据 称 是 目前 全 国 最 全 的 字库 。 


汉 宁 数量 
序 CC 宁 岂 >40000 
中 华人 宁海 37019 


某 公 司 汉 全 全 库 91251 
可 以 看 出 ， 双 字 节 编码 仍然 不 够 用 ， 因 此 又 出 现 了 4 字 节 编码 。4 个 字 节 共 32 位 二 
进 制 位 ， 可 排列 出 的 数量 为 : 


n=2”7=429496b729b 


4 字 节 编码 就 是 够 大 了 ， 排 列 数 可 达到 40 多 亿 ,， 可 以 将 世界 上 所 有 语言 的 符号 都 进 
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行 唯一 编码 。 
2. 认识 Unicode 


Unicode〈 统 一 码 、 万 国 码 、 单 一 码 ) 是 一 种 在 计算 机 上 使 用 的 字符 编码 。 它 为 每 种 
语言 中 的 每 个 字符 设 定 了 统一 并 且 唯 一 的 二 进 制 编码 ， 以 满足 跨 语 言 、 跨 平台 进行 文本 
转换 、 处 理 的 要 求 。Unicode 于 1990 年 开始 研发 ，1994 年 正式 公布 。 随 着 计算 机 工作 能 
力 的 增强 ，Unicode 也 在 面世 以 来 得 到 迅速 普及 。 

Unicode 是 国际 组 织 制定 的 可 以 容纳 世界 上 所 有 文字 和 符号 的 字符 编码 方案 。 
Unicode 用 数字 0~0x10FFFF 来 映射 这 些 字符 , 最 多 可 以 容纳 1114112 个 字符 , 或 者 说 有 
1114112 个 码 位 。 码 位 就 是 可 以 分 配给 字符 的 数字 。 

在 Word 中 打开 “符号 ”对 话 框 ， 可 看 到 汉字 或 符号 的 Unicode 编码 ， 如 图 4-18 
所 示 。 


字体 旧 : ( 营 通 文本 ) 加 子 集 (UW): OK 统一 汉字 更 


十 | 刊 千 | 二 


近 央 使 用 过 的 符号 (R): 


Unicode 名 称 


字符 代码 (QO: 533A 来 白 (M): Unicode( 十 六 进 制 ) - 


OK 统一 象形 文字 -533A 
ER 人 如: 533A Ak+X 
杷 到 


图 4-18 


其 实在 Unicode 之 前 ， 一 共存 在 过 3 套 中 文 编 码 标准 ， 分 别 是 : 
口 GB2312-80: 是 中 国 大 陆 使 用 的 国家 标准 ， 其 中 一 共 编 码 了 6763 个 常用 简体 
汉字 。 
口 Big5: 是 台湾 使 用 的 编码 标准 ， 编 码 了 台湾 使 用 的 繁体 汉字 ， 大 概 有 8 千 
多 个 。 
口 HKSCS: 是 中 国 香港 使 用 的 编码 标准 ， 字 体 也 是 繁体 ， 但 跟 Big5 有 所 不 同 
这 些 编码 标准 为 了 表示 上 万 的 汉字 ， 都 是 使 用 了 16 位 二 进 制 位 的 排列 来 进行 编码 。 
虽然 这 3 套 编码 标准 都 采用 了 两 个 扩展 ASCII 的 方法 来 表示 一 个 汉字 ， 但 它们 编码 区 间 
各 不 相同 ， 因 此 这 3 套 编码 互 不 兼容 。 这 就 导致 在 同一 个 系统 中 同时 显示 GB 和 Big5 基 
本 上 是 不 可 能 
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4.6 密码 的 长 度 


对 于 可 重复 排列 ， 在 日 常生 活 应 用 中 一 个 有 趣 的 话题 就 是 密码 长 度 的 问题 : 什么 样 
的 密码 是 安全 的 ? 增加 密码 的 长 度 ? 还 是 增加 密码 可 用 字符 数 ? 


4.6.1 容易 破解 的 密码 


在 日 常生 活 中 ， 我 们 的 银行 账号 要 设置 密码 、 邮 箱 要 设置 密码 、 使 用 手机 客服 需要 
密码 等 。 总 之 ， 现 在 是 一 个 充满 密码 的 时 代 。 

首先 ， 我 们 来 看 容易 破解 的 密码 。 

想象 一 下 ， 我 们 打开 保险 柜 的 密码 如 果 设 置 为 这 种 情况 : 一 个 单刀 双 搓 开关， 如 图 
4-19 所 示 。 有 了 两 种 状态 ， 向 左边 接 通 或 向 右边 接 通 。 


图 4-19 


这 种 保险 柜 能 保险 吗 ? 我 们 只 需要 向 左 接 通 试 一 下 ， 若 不 能 打开 ， 再 向 右 接 通 。 只 
有 两 种 状态 ， 并 且 只 有 一 个 开关 ， 则 其 排列 数 为 2。 因 此 ， 最 多 只 需要 试 两 次 就 可 进行 
破解 。 

现实 中 当然 没有 这 么 简单 的 密码 情况 。 例 如 ， 我 们 到 银行 取款 时 需要 输入 密码 ， 现 
在 银行 柜台 和 ATM 柜员 机 中 使 用 的 密码 只 能 为 数字 。 如 果 密 码 只 设置 为 1 位 数字 ， 则 
0 一 9 这 10 个 数字 用 1 位 数 可 得 的 排列 数 为 : 


n=10!'=10 


即 ， 如 果 密 码 设 置 为 1 位 数字 ， 只 有 10 种 可 能 。 显 然 ， 这 种 密码 就 很 不 安全 ， 很 
容易 被 破解 。 最 多 连续 重 试 10 次 就 可 枚 举 完 所 有 密码 。 

为 了 增强 密码 的 安全 性 ， 可 以 从 两 个 角度 来 考虑 : 一 是 增加 密码 的 长 度 ， 这 样 ， 就 
使 可 用 密码 的 数量 呈 几 何 级 数 增 长 ， 增 加 被 其 他 人 通过 枚 举 方法 进行 破解 的 难度 。 第 二 
种 方法 是 增加 可 选择 的 字符 ， 同 样 可 增加 可 用 密码 的 数量 。 

目前 , 我 国 银行 使 用 的 ATM 只 能 输入 数字 ， 因 此 增加 可 选择 字符 这 个 方案 行 不 通 ， 
就 只 有 通过 增加 密码 长 度 来 保证 密码 的 安全 了 。 现 在 银行 密码 的 最 大 长 度 为 6， 因 此 ， 
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可 使 用 密码 的 数量 为 : 
mx=10*=1000000 


即 ， 如 果 破解 者 在 最 坏 的 情况 下 ， 可 能 需要 枚 举 100 万 次 ， 才 能 知道 某 银 行 账户 的 
密码 。 由 于 在 ATM 柜员 机 上 只 能 手工 输入 密码 ， 且 一 天 之 内 如 果 密 码 输入 错误 3 次 ， 
该 账号 将 被 锁 住 ， 这 样 就 增加 了 银行 账号 的 安全 性 。 因 此 ，6 位 的 数字 密码 具有 一 定 的 
安全 性 。 

当然 ， 破 解 者 通常 不 会 仅 通过 枚 举 方法 来 枚 举 所 有 可 能 的 密码 ， 一 般 还 会 根据 账号 
所 有 者 的 个 人 信息 进行 破解 。 所 以 ， 我 们 在 设置 银行 账号 密码 时 应 尽量 不 用 自己 的 个 人 
信息 《如 生日 、 身 份 证 号 中 的 一 部 分 等 ) ， 以 防 被 有 心 人 快速 破解 。 


4.6.2 多 长 的 密码 才 安 全 


由 前 面 的 分 析 可 看 出 ， 银 行 ATM 的 密码 为 6 位 数字 ， 有 100 万 种 可 能 。 由 于 银行 
采用 了 一 些 限制 条 件 ， 可 保证 账号 的 安全 性 。 

可 是 ， 如 果 这 种 6 位 数字 密码 用 在 计算 机 中 ， 就 显得 不 足 了 ， 太 容易 被 别人 破解 了 。 

例如 ， 对 于 登录 邮箱 时 输入 的 密码 ， 如 果 只 设置 为 6 位 数字 ， 则 破解 者 可 通过 计算 
机 的 快速 运行 能 力 ， 编 写 程序 ， 在 很 短 的 时 间 内 就 可 将 100 万 种 密码 逐一 测试 ， 技 出 正 
确 的 密码 。 这 样 ， 邮 箱 账号 的 密码 就 没有 安全 性 可 言 了 。 

根据 前 面 的 分 析 ， 可 以 增加 密码 的 长 度 ， 以 增强 密码 的 安全 性 。 那 么 ， 多 长 的 密码 
才 安全 呢 ? 

密码 被 破解 的 可 能 性 不 仅 与 密码 的 长 度 相关 ， 与 计算 机 的 发 展 也 相关 。 对 于 相同 长 
度 的 密码 ， 计 算 机 的 速度 越 快 ， 被 破解 的 可 能 性 就 越 大 。 

例如 ， 很 多 论坛 注册 账号 时 都 要 求 密码 的 长 度 要 大 于 8， 与 6 位 数 的 密码 相 比 如 
果 只 是 使 用 数字 0~9 作为 密码 ) ， 可 用 密码 数量 会 增加 100 信 : 


ms=102=1000000 


mm=102=100000000 


因此 ， 我 们 在 计算 机 中 设置 密码 时 ， 应 尽量 使 密码 设置 得 更 长 ， 以 增加 密码 被 破解 
的 难度 。 


4.6.3 ”密码 中 使 用 的 字符 数量 也 很 关键 


要 增加 密码 被 破解 的 难度 ， 就 需要 增加 可 用 密码 的 数量 。 
前 面 说 的 增加 密码 的 长 度 ， 只 是 增加 计算 可 重复 排列 数 中 的 指数 m 的 值 ， 也 可 考虑 
增加 基数 的 值 ， 这 样 也 可 增加 可 用 密码 数量 。 
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从 表 4-1 中 可 看 到 ， 从 ASCII 码 值 为 32 开始 至 126， 一 共有 95 个 可 由 键盘 直接 输 
入 的 字符 ， 若 这 些 字符 都 可 用 来 设置 密码 ， 则 6 位 长 度 密码 的 可 重复 排列 数 可 达到 : 


mv=952=735091890025 


破解 者 若 想 枚 举 完 这 7350 多 亿 个 密码 ， 按 目前 计算 机 的 速度 ， 每 秒 钟 大 概 能 测试 
验证 几 百 个 密码 ， 则 要 想 将 这 7350 多 亿 个 密码 枚 举 完成 ，24 小 时 开机 都 需要 20 多 年 的 
时 间 才 能 完成 。 

如 果 将 密码 长 度 设 置 得 更 长 ， 如 设置 为 8 位 ， 则 可 重复 排列 数 可 达到 ; 


n=959=bb34204312890b25 


这 是 一 个 天 文 数字 ， 与 使 用 6 位 长 度 的 密码 相 比 ， 可 重复 排列 数 增加 了 9000 多 倍 ， 
同样 ， 其 破解 难度 也 就 增加 了 9000 多 倍 。 

当然 ， 以 上 我 们 计算 的 都 只 是 理论 上 的 值 。 一 般 情况 下 ， 系 统 为 了 使 密码 达到 一 定 
的 安全 性 ， 都 要 求 密码 中 必须 包含 数字 、 字 母 和 特殊 符号 ， 并 要 求 密码 必须 达到 一 定 的 
长 度 。 可 是 ， 很 多 用 户 为 了 方便 自己 记忆 ， 在 设置 密码 时 可 能 只 使 用 数字 ， 或 只 使 用 字 
母 ， 并 且 设 置 的 长 度 往 往 也 只 达到 系统 要 求 的 最 底 长 度 。 这 样 ， 就 导致 自己 的 密码 不 
安全 。 

因此 ， 作 为 程序 员 ， 我 们 在 系统 中 应 对 用 户 设置 的 密码 进行 检查 ， 包 括 检 查 密 码 的 
长 度 、 检 查 密码 中 包含 的 字符 种 类 (至少 应 该 要 求 用 户 使 用 两 类 字符 ) 。 作 为 用 户 ， 我 
们 在 设置 自己 账号 的 密码 时 ， 无 论 系统 是 否 对 密码 的 字符 、 长 度 有 要 求 ， 我 们 都 应 设置 
足够 的 密码 长 度 ， 并 尽量 使 用 数字 、 字 母 和 特殊 符号 的 组 合 来 设置 密码 。 这 样 ， 可 使 自 
己 的 密码 更 具有 安全 性 。 
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在 算术 运算 中 ， 当 两 个 整数 相 除 的 结果 不 能 以 整数 商 表示 时 ， 余 数 便 是 其 “ 余 留 下 
的 量 ”。 当 余数 为 0 时 ， 被 称 为 整除 。 在 数学 中 余数 具有 重要 的 作用 ， 同 样 ， 在 程序 设计 
中 ， 余 数 的 作用 也 非常 重要 ， 如 奇偶 校 验 就 是 利用 余数 规则 进行 的 。 


5.1 复习 小 学 的 余数 


我 们 在 小 学 就 开始 学 习 余数 ， 下 面 先 来 回忆 一 下 小 学 时 学 的 余数 ， 然 后 再 研究 余数 
的 性 质 ， 了 解 如 何 利 用 余数 分 组 。 


5.1.1 自然 数 的 余数 


有 15 盆 鲜 花 要 布置 到 会 场 ， 每 行 摆 5 贫 ， 可 以 摆 几 行 ? 如 图 5-1 所 示 。 


小 学 的 计算 题 ， 当 然 很 容易 计算 了 : 
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15 = 5=3 
如 果 有 23 盆花 ， 又 能 摆 几 行 呢 ? 
2 3( 侦 ) 

根据 上 面 的 计算 结果 可 看 出 ，23 盆花 摆 $ 行 多 出 来 3 盆 ， 如 果 摆 5 行 又 少 2 贫 。 

以 上 算式 中 ， 计 算出 来 摆 4 行 后 多 出 来 的 3 盆 ， 就 是 余数 。 

下 面 对 余 数 做 一 个 正式 的 定义 : 如 果 a 和 d 是 两 个 自然 数 ，d 不 等 于 0， 可 以 证 明 存 
在 两 个 唯一 的 整数 q 和 Tr， 满足 a=qd+r， 且 0<r<d。 其 中 , q 被 称 为 商 , r 被 称 为 余数 。 

当 被 除数 小 于 除数 时 ， 我 们 以 被 除数 为 余数 。 例 如 : 

1 0a0=1 
表示 7 除 以 8 的 余数 为 7。 
另外 需要 注意 , 按 上 面 的 定义 ,可 能 导致 两 种 可 能 的 余数 。 例如， 有 以 下 除法 式 子 : 
-32 (=b)=5 X (==2 
也 可 写成 以 下 形式 : 
-32 = (-b)=b X (-b)+4 

这 样 ，-32 除 以 -6 就 有 2 个 余数 ， 分 别 为 -2 和 4。 

可 是 ， 这 种 对 余数 不 明确 的 定义 可 能 导致 严重 的 计算 问题 ， 对 于 处 理 关键 任务 的 系 
统 ， 错 误 的 选择 会 导致 严重 的 后 果 。 在 一 些 系 统 中 ， 会 有 特殊 的 除法 指令 ， 设 定 余数 和 
被 除数 必须 同 号 ， 这 样 就 解决 了 多 个 余数 的 情况 。 

在 上 面 的 例子 中 ， 负 余数 〈(-2) 为 正 余数 (4) 减 6 得 到 ，6 即 是 除数 d， 通 常 ， 当 
除 以 4 时， 如果 正 余数 为 m， 负 余数 为 P， 那 么 : 


r=7,+d 
5.1.2 余数 的 性 质 


在 介绍 用 余数 进行 分 组 前 ， 先 了 解 余 数 的 性 质 。 
1. 性 质 1 


余数 的 性 质 1: 余数 小 于 除数 。 

这 是 很 明显 的 ， 如 果 余 数 可 以 大 于 除数 ， 则 余数 就 不 具有 唯一 性 了 。 例 如 ， 下 面 的 
除法 算式 中 ， 余 数 出 现 多 种 情况 。 按 性 质 1 的 要 求 ， 则 只 有 最 后 一 个 算式 是 正确 的 ， 因 
为 这 个 算式 中 余数 为 3， 小 于 除数 5， 而 其 他 算式 中 余数 都 大 于 除数 5。 
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23 = 5=3 … 8 
23 二 5-4 …3 
2. 性 质 2 


余数 的 性 质 2: 被 除数 、 除 数 、 商 和 余数 之 间 的 关系 如 以 下 所 列 公式 ， 其 中 a 为 被 
除数 ，d 为 除数 ，q 为 商 ，T 为 余数 : 
a=d X qtr 


d=(a-7) 二 4 
q=(a-7) 二 上 
Tr=q-d X 4 


3. 性 质 3 
余数 的 性 质 3: 有 自然 数 a、b、c， 如 果 a、b 除 以 c 的 余数 相同 ， 那 么 a 与 b 的 差 
能 被 c 整除 。 即 ， 如 果 有 : 


aa 二 c=x…d 
by "dd 
则 有 : 
(a-b) 二 c=z *…0 
例如 : 17、11 除 以 3 的 余数 都 为 2: 
全 二 3=7 2 


1 
则 ，(17-11) 的 差 能 被 3 整除 : 
(11-11) = 3=2 … 0 
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4. 性 质 4 

余数 的 性 质 4: a 与 b 的 和 (atb) 除 以 c 得 到 的 余数 (a、b 两 数 除 以 c 在 没有 余数 
的 情况 下 除外 )， 等 于 a、b 分 别 除 以 < 得 到 的 余数 之 和 (或 这 个 和 除 以 c 的 余数 )。 

即 ， 如 果 : 


(afb) = c=z *…d 
则 有 : 


as 二 c=x…d 
b= c=y … 中 
d= 由 + 中 

例如 : 整数 33、26 除 以 5: 


2 


2b = 55 1 


(3342b) 之 5=1| … 人 
其 中 的 余数 4， 是 前 面 两 式 余数 3+1 之 和 。 
当 余数 之 和 大 于 除数 时 ， 所 求 余数 等 于 余数 之 和 再 除 以 c 的 余数 。 
例如 : 
33 
24 + 5=4 …4 
以 上 两 个 算式 的 余数 相 加 等 于 7， 这 个 余数 之 和 大 于 除数 5， 因 此 ，(33+24) 之 后 
除 以 5 的 余数 应 等 于 (3+4) 除 以 5 的 余数 。 
(33+24) 二 5=/1 … 2 
了 过 2 
5. 性 质 5 
余数 的 性 质 5: a 与 b 的 乘积 除 以 c 所 得 的 余数 ， 等 于 a，b 分 别 除 以 c 所 得 的 余数 


“Se 


程序 员 的 数学 思维 修炼 (趣味 解读 ) 


之 积 (或 这 个 积 除 以 c 的 余数 )。 
即 ， 如 果 : 


(a XD =z "=d 
则 有 : 
a c=x"d 
b= c=y … 中 
d=d| x 路 
例如 : 整数 33、26 除 以 5 的 余数 分 别 为 3 和 1: 
er 
2b = 
因此 : 


(G33 xX 2b) = 5=11] :3 


可 以 看 出 ， 其 余数 等 于 3X1( 即 33、26 两 数 分 别 除 以 5 所 得 的 余数 之 积 )。 
当 余 数 之 积 大 于 除数 时 ， 所 求 余数 等 于 余数 之 积 再 除 以 c 所 得 的 余数 。 
例如 : 33、24 除 以 5 的 余数 分 别 是 3 和 4， 所 以 : 


(23X21) 9150 2 
(3 -X49 2 2 
可 以 看 出 ，(33X24) 除 以 5 的 余数 等 于 (3X4) 除 以 5 的 余数 。 


5.1.3 ”用 余数 进行 分 组 


用 余数 进行 分 组 ， 是 怎么 分 组 的 呢 ? 

其 实 ， 除 法 操作 就 是 一 种 分 组 操作 。 例 如 ， 若 将 1 一 10 这 10 个 数 按 奇偶 性 质 分 组 ， 
该 怎么 操作 呢 ? 

这 时 ， 只 需要 用 1 一 10 这 10 个 数 中 的 每 一 个 数 去 除 以 2， 再 根据 余数 为 0 或 1， 分 
别 归 入 不 同 的 分 组 ， 若 余数 为 0， 则 为 偶数 ， 余 数 为 1， 则 为 奇数 。 
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数据 ” 除 以 1 及 余数 偶数 组 奇数 组 


1 1 vA 
0 YA 
3 1 A 
4 0 V 
5 1 Ey 
4 0 BY4 
1 1 V 
3 0 人 
? 1 A 
10 0 Ph 


可 以 看 出 ， 通 过 余数 即 可 将 1 一 10 这 10 个 数 分 为 两 组 ， 奇 数组 的 数据 分 别 为 〈1、 
3、5、7、9)， 偶 数组 的 数据 分 别 为 (2、4、6、8、10)。 

类 似 地 ， 如 果 将 一 批 数 除 以 5， 则 可 通过 得 到 的 余数 将 这 批 数 分 为 5 组。 也 就 是 说 ， 
若 要 将 一 批 数据 分 为 n 组 ， 则 只 需要 将 该 批 数据 中 的 数据 逐个 除 以 n， 然 后 根据 余数 即 
可 完成 分 组 。 


5.2 日 历 中 的 数学 


日 历 就 是 利用 余数 来 进行 分 组 的 一 个 例子 。 一 周 有 7 天， 因此 可 将 日 期 分 为 7 组 ， 
每 组 对 应 一 周 中 的 一 天 。 这 样 ， 按 组 竖 向 排列 ， 就 可 得 到 一 份 月 历 。 


5.2.1 天 后 是 星期 几 


如 图 5-2 所 示 是 2013 年 5 月 的 月 历 , 今天 是 5 月 3 日 , 星期五， 则 7 天 之 后 (3+7) 
为 5 月 10 日 也 是 星期 五 ， 而 14 天 之 后 (3+7+7) 为 5 月 17 日 、21 天 之 后 (3+7+7+7) 
为 5 月 24 日 、28 天 之 后 (3+7+7+7+7) 为 5 月 31 日 都 是 星期 五 。 从 图 5-2 中 也 可 看 到 ， 
这 几 天 都 位 于 月 历 星 期 五 的 同一 列 中 。 


4 2013 年 5 月 » 
:地 
28 2930 1 2E3 4 
5 67 8 91011 
12 13 14 151617 18 
19 20 21 22 23 24 25 
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知道 了 这 个 规则 ， 则 可 以 很 容易 地 推算 出 n 天 之 后 是 星期 儿 。 
例如 ， 若 想 推 算出 100 天 之 后 是 星期 几 ， 则 可 考虑 首先 到 了 接近 第 100 天 时 为 星 
五 的 那 一 天 : 在 今天 (5 月 3 日 ) 之 后 的 第 7、14、21、28、35、42、49、56、63、70、 
77、84、91、98 天 都 为 星期 五 。 接 着 ， 可 继续 向 下 推算 : 
里 期 五 : 第 1、1、21、28、 下 、 和 2、 49、 


5 、 好 、70、77、84、91、98 大 
星期 关 : 第 97 大 
里 期 D: 条 oo 天 


由 此 可 知 ， 今 天 之 后 的 第 100 天 为 星期 日 。 
其 实 , 不 用 按 上 面 的 推算 过 程 , 通过 计算 余数 可 以 更 方便 地 计算 出 天 后 为 星期 儿 ， 
计算 公式 如 下 : 


几 二 T=q pa 
在 以 上 算式 中 ， 我 们 不 关注 商 q， 只 需要 关注 余数 7 即 可 。n 除 以 7 后 的 余数 在 0 一 
6 这 7 种 情况 ， 因 此 可 分 为 7 组 ， 将 这 7 个 余数 排列 起 来 ， 再 与 当前 的 星期 数 对 应 ， 即 
可 快速 推出 n 天 后 为 星期 儿 。 
例如 ， 在 上 面 计算 100 天 后 为 星期 几 ， 可 按 以 下 公式 进行 计算 : 
100 二 T=14 … 2 


接着 按 下 面 的 形式 列 出 余数 0 一 6， 将 余数 为 0 的 0 与 今日 对 应 的 星期 数 ， 然 
后 向 后 循环 ， 即 可 得 到 如 图 5-3 所 示 余 数 与 星期 几 的 对 应 关 


ounuaa 
aaale 


当 余数 为 2 时 ， 从 上 面 的 对 应 关系 中 得 到 100 天 后 为 星期 日 。 
有 了 这 种 通过 余数 来 推算 星期 几 的 方式 ， 则 可 计算 出 任意 天 数 后 为 星期 几 。 例 如 ， 
今天 为 星期 五 ，1000 天 之 后 为 星期 几 ? 


1000 = 7=142 …b 
根据 图 5-3 所 示 对 应 关系 可 知 ，1000 天 后 为 星期 四 。 
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需要 注意 的 是 ， 图 5-3 的 对 应 关系 是 变化 的 ， 余 数 为 0 时 对 应 的 是 当天 的 星期 数 。 
5.2.2 下 月 的 今天 是 星期 几 


如 果 要 计算 下 月 的 今天 是 星期 几 ， 该 怎么 办 ? 这 时 ， 由 于 没有 距 今 天 的 天 数 ， 就 不 
能 直接 使 用 前 面 介 绍 的 方法 进行 求 余 数 了 。 

其 实 ， 要 计算 星期 几 ， 最 终 还 是 必须 转化 到 求 7 的 余数 上 来 。 因 此 ， 要 计算 下 月 的 
“今天 ”是 星期 几 ， 可 以 先 计算 下 月 的 “今天 ”距离 今天 是 多 少 天 ， 然 后 就 回 到 上 面 介绍 
的 通过 天 数 推算 星期 几 的 方法 中 了 。 

那么 ,下 月 的 “今天 ”是 怎么 定义 的 呢 ? 如 果 今 天 是 2013 年 5 月 3 日 , 下 月 的 “ 今 
天 ”就 是 2013 年 6 月 3 日 即 只 是 增加 月 份 ， 日 期 数值 不 变 。 不 过 ， 要 考虑 一 个 问题 ， 
就 是 如 果 今天 是 2012 年 12 月 3 日 , 则 下 月 的 “今天 ”应 该 是 2013 年 1 月 3 日 , 年 、 月 
数值 都 要 变化 。 

下 月 的 “今天 ” 距 今天 的 天 数 是 多 少 呢 ? 

根据 历法 ， 每 年 的 1、3、5、7、8、10、12 月 为 大 月 ， 每 月 有 31 天 ， 每 年 的 4、6、 
9、11 月 为 小 月 ， 每 月 30 天 ， 每 年 的 2 月 的 天 数 根据 平 年 、 闽 年 分 别 为 28、29 天 。 


142 天， 平年 1 用 

2 天 : 同年 2 月 

3 天: 第 4 4、?、1 月 

下 天 : 第 人 3 5 7、8、10、12 上 月 


根据 以 上 历法 知识 ， 若 今天 是 2013 年 5 月 3 日 ， 则 下 月 的 “今天 ”为 6 月 3 日 。 
由 于 5 月 有 31 天 ， 因 此 今天 距离 下 月 “今天 ”的 天 数 也 为 31 天， 则 可 通过 以 下 算式 计 
算出 余数 : 


31 二 7=4 …3 
余数 为 3, 查询 图 5-3 所 示 对 照 关 系 , 可 知道 2013 年 6 月 3 日 为 星期 一 。 打 开 日 历 ， 
可 看 到 2013 年 6 月 的 日 历 如 图 5-4 所 示 ， 在 这 里 可 看 到 2013 年 6 月 3 日 为 星期 一 。 


4 2013 年 6 月 》 
四 == 王 到 国王 太 
26 27 28 29 30 31 1 
2 全 4567 8 
9 10 1 12 13 14 15 
16 17 18 19 20 21 22 
23 24 25 26 27 28 29 
30 12345 6 
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5.2.3 10 年 后 的 “今天 ”是 星期 几 


增加 点 难度 ，10 年 后 的 “今天 ”是 星期 几 ， 该 怎么 计算 ? 

理论 上 ， 同 样 只 需要 计算 出 10 年 后 的 今天 距离 “今天 ”的 天 数 ， 就 可 以 很 简单 地 
推算 出 是 星期 几 。 可 是 ， 跨 度 为 1 月 的 天 数 比 较 好 计算 ， 也 就 可 以 很 容易 地 推算 出 下 月 
的 今天 是 星期 几 。 如 果 要 横 跨 几 年 ， 该 怎么 计算 呢 ? 

可 以 从 另 一 个 角度 考虑 , 我 们 只 要 寻找 一 个 求 公 元 n 年 m 月 日 是 星期 几 的 一 个 公 
式 即 可 。 这 样 ， 就 不 必 再 去 关注 两 个 日 期 之 间 相 距 的 天 数 了 。 

前 面 我 们 已 经 介绍 过 ， 根 据 月 大 、 月 小 、 平 年 、 阔 年 等 关系 ， 每 月 的 天 数 是 不 一 样 
的 。 月 大 、 月 小 是 有 规律 可 循 的 ， 平 年 、 状 年 有 规律 吗 ? 

我 们 知道 ， 公 历 的 年 是 以 寒暑 更 替 的 周期 〈 俗 称 回归 年 ， 即 太阳 相继 两 次 过 春分 点 
所 经 历 的 时 间 ) 为 基础 的 , 但 是 , 一 回归 年 有 365 天 5 时 48 分 46 秒 ， 其 天 数 不 是 整数 。 
如 果 一 年 的 天 数 不 是 整数 ， 对 人 们 来 说 ， 使 用 起 来 很 不 方便 。 为 了 解决 这 个 矛盾 ， 公 和 历 
制定 了 相应 的 设置 羡 年 的 法 则 , 根据 该 法 则 就 可 判断 是 否 为 国 年 。 设 年 份 为 nx», 则 判断 n 
是 否 为 间 年 的 法 则 如 下 : 

口 如 果 n 能 被 100 整除 ， 且 能 被 400 整除 ， 则 n 是 羡 年 ; 

口 如 果 n 能 被 4 整除 ， 但 不 能 被 100 整除 ， 则 是 羡 年 。 

例如 : 

2000 年 是 闽 年 〈2000 能 被 100 和 400 整除 ); 

1996 年 是 闽 年 (1996 能 被 4 整除 ， 不 能 被 100 整除 ); 

1900 年 是 平年 (1900 年 能 被 100 整除 ， 但 不 能 被 400 整除 )。 

根据 历法 知识 我 们 知道 ， 平 年 一 年 是 365 天 ， 间 年 一 年 是 366 天 ， 则 要 求 公元 n 年 
m 月 大 日 是 星期 几 ， 只 需要 推算 从 公元 1 年 至 公元 n 年 一 共 经 历 了 多 少 个 闽 年 。 根 据 判 
断 闻 年 的 法 则 ， 可 使 用 以 下 公式 计算 出 n 年 共 经 历 了 多 少年 闽 年 : 

n-l 1 一 | 1 一 | 
[ 4 ls rr Do) 

在 以 上 公式 中 ， 方 括号 表示 计算 的 结果 取 整 。 以 上 算式 中 第 一 项 表示 能 被 4 整除 的 
年 份 数 量 ， 其 中 也 包含 了 能 被 100 整除 的 年 份 ， 但 是 能 被 4 整除 ， 且 能 被 100 整除 的 年 
份 不 是 半年 ， 因 此 应 减 去 能 被 100 整除 的 年 份 (以 上 算式 的 第 2 项 ); 但 是 这 时 减 去 能 和 
100 整除 的 年 份 时 ， 将 能 被 400 整除 的 年 份 数量 也 减 掉 了 ， 而 这 部 分 年 份 是 头 年 ， 因 此 
还 要 加 回去 ， 第 3 项 就 是 得 到 能 被 400 整数 的 年 份 数 量 。 

由 于 是 计算 到 年 经 历 了 多 少年 头 年 , 当然 就 不 能 将 n 年 包含 在 内 , 所 以 使 用 (n-1)， 
实际 是 判断 从 公元 1 年 至 公元 n-1 年 ( 含 ) 共有 多 少 个 半年 。 

根据 上 面 的 公式 可 推出 下 面 的 公式 ， 计 算出 距离 公元 1 年 1 月 1 日 的 天 数 。 
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1 一 | 
=365 x (n-D+ [一 一 ] - 十 
5=355 x (n-D+ [一 一 ] Gd ny 
在 上 面 公 式 中 7 为 年 份 ，c 为 公元 n 年 m 月 k 日 在 n 年 中 的 天 数 。 
通过 以 上 公式 计算 出 S 值 ， 再 用 S 值 除 以 7， 得 到 余数 ， 余 数 为 1 则 是 星期 一 ， 余 
数 为 2 则 是 星期 二 ……， 余 数 为 0 则 为 星期 日 ， 如 图 5-5 所 示 〈 这 是 因为 公元 1 年 1 月 
1 日 为 星期 一 ， 所 以 推算 得 出 图 5-5 所 示 的 对 应 关系 )。 


加 本 相 相 可 丁丁 
四 加 下 四 加 四 回 
图 5-5 
其 实 ， 上 面 的 公式 还 可 以 简化 为 以 下 形式 〈 即 不 乘 365): 
n-| 
5= orpf[ 二 -] - os 


根据 以 上 公式 ， 计 算 2013 年 1 月 1 日 为 星期 几 ， 首 先 计算 S 值 : 


二 | 2012= 2013 一 | 
【0 100 Wr 400 


$=(2013-1)+[ 
=2501 
接着 将 S 的 值 除 以 7， 得 到 余数 : 
2501 二 7=357 … 2 


所 以 ， 从 图 5-5 中 的 对 应 关系 可 查 得 ，2013 年 1 月 1 日 为 星期 二 。 

有 了 这 个 公式 ， 计 算 10 年 后 的 “今天 ”是 星期 几 就 简单 了 。 假 设 今天 为 2013 年 5 
月 3 日 ， 则 10 年 后 的 “今天 ”就 是 2023 年 5 月 3 日。 将 数据 代入 上 面 的 公 可 计算 出 S 
的 值 : 


i 1 | 2013-1。 2013-1 
]-[ a 


a Xx 
06 ] EE ]+2 x 31+28+30+3 


$=(2013-D)+[ 


=2b35 
在 上 面 公式 中 ， 后 面 那 一 串 算式 是 计算 2023 年 5 月 3 日 的 天 数 ， 其 中 ， 有 1、3 
为 大 月 ， 每 月 31 天 ，2 月 为 平 月 28 天 ，4 月 为 小 月 30 天 ，5 月 还 包含 3 天 。 
接着 将 S 的 值 除 以 7， 取 余数 : 


2b35 二 T=37b 3 


从 图 5-5 的 对 应 关系 可 得 出 ，10 年 后 的 “今天 ”(2023-5-3) 为 星期 三 。 查 询 日 历 可 
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看 到 ， 计 算 结 果 是 正确 的 ， 如 图 5-6 所 示 。 


2023 年 5 月 


30 

了 9 40173232 
14 15 16 17 18 19 
21 22 23 24 25 26 
28 29 30 31 1 2 
4 56 7 89 


余数 在 魔术 表演 中 也 经 常 应 用 ， 对 很 多 物品 排列 的 魔术 ， 都 可 通过 余数 进行 破解 。 
本 节 将 演示 一 个 心灵 感应 魔术 的 破解 过 程 。 


5.3.1 一 个 小 魔术 


来 看 一 个 小 魔术 ， 这 个 魔术 大 家 都 能 玩 。 在 这 个 魔术 中 ， 表 演 者 通过 心灵 感应 ， 能 
知道 观众 心中 选 的 是 哪 一 张 牌 。 

魔术 表演 的 具体 过 程 如 下 

(1) 魔术 师 拿 出 一 登 扑 克 牌 ， 将 牌 洗 乱 之 后 ， 在 桌面 上 发 3 列 牌 。 按 照 从 左 向 右 每 


列 发 一 张 的 顺序 发 牌 ， 得 到 如 图 5-7 所 示 的 3 列 牌 。 
©® @ @ 
2 4 性 9 A 
Ny A 
5 
IY 
yy Wea 34 | 
FI 4 
A Sy 4 
a 
MM ht 
图 5-7 


-3s 


第 5 章 余数 一 一 数据 分 组 


(2) 魔术 师 请 一 位 观众 自己 在 心里 记 住 3 列 牌 中 任意 一 张 牌 ， 不 要 向 魔术 师 说 出 记 
住 的 是 哪 一 张 (假设 观众 记 住 的 是 黑 桃 A), 只 需要 向 魔术 师 说 自己 记 的 牌位 于 哪 一 列 ( 黑 
桃 A 在 第 1 列 )。 

(3) 魔术 师 将 3 列 牌 收 起 来 。 收 牌 时 ， 魔 术 师 按照 第 2、1、3 列 的 顺序 收 牌 〈 即 先 
将 第 2 列 的 牌 收回 ， 再 将 第 1 列 的 牌 收回 放 在 下 面 ， 最 后 将 第 3 列 的 牌 收回 放 在 下 面 )， 
这 时 牌 的 排列 顺序 如 图 5-8 所 示 。 


5 下 958 本 2 vasa 
Ea 日 币 | 昌 

| 1 

1 | 1 
| 1 111 ( 
| | 

© QD 

图 5-8 


(4) 魔术 师 又 将 这 21 张 牌 在 桌面 上 发 为 3 列 ， 按 照 从 左 向 右 每 列 发 一 张 的 顺序 发 
牌 ， 得 到 如 图 5-9 所 示 的 3 列 牌 ， 让 观众 说 出 自己 记 住 的 牌 在 哪 一 列 〈 在 图 5-9 中 ， 黑 
桃 A 在 第 2 列 )。 


O 四 
?9 儿 0% 
yy 34 A 

3 3 

t FP 人 _ 
3 BA 
4 4 4 人 
$+; 9 9 

图 5-9 


(5) 魔术 师 按 第 1、2、3 列 的 顺序 将 牌 收集 起 来 ， 这 时 ， 收 集 在 一 起 的 牌 的 排列 顺 


上 和 和 这 
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序 如 图 5-10 所 示 。 


EEE ELE 
(14 | 网 | 
4 | 
1 1 (mm | ( ‘ 4 
| | | 
中 © 
图 5-10 


(6) 魔术 师 又 将 这 21 张 牌 在 桌面 上 发 为 3 列 ， 按 照 从 左 向 右 每 列 发 一 张 的 顺序 发 
牌 ， 得 到 如 图 5-11 所 示 的 3 列 牌 。 让 观众 说 出 自己 记 住 的 牌 在 哪 一 列 〔 在 图 5-11 中 ， 
黑 桃 A 在 第 3 列 )。 

(7) 魔术 师 按 照 第 1、3、2 列 的 顺序 将 牌 收集 起 来 ， 这 时 ， 收 集 在 一 起 的 牌 的 排列 
顺序 如 图 5-12 所 示 。 

(8) 魔术 师 再 次 将 这 21 张 牌 在 桌面 上 发 为 3 列 ， 按 照 从 左 向 右 每 列 发 一 张 的 顺序 
发 牌 ( 这 次 是 将 牌 面 向 下 放置 ), 然后 ,魔术 师 从 第 2 列 中 抽出 第 4 张 牌 并 向 观众 展示 
出 这 张 牌 ， 正 是 观众 记 住 的 黑 桃 A。 

将 第 (8) 发 的 牌 翻转 过 来 看 ，3 列 牌 面 如 图 5-13 所 示 ， 可 以 看 到 ， 在 图 5-13 中 ， 
第 2 列 第 4 张 正 是 黑 桃 A。 
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图 5-13 


从 以 上 魔术 师 的 表演 过 程 可 看 到 , 魔术 师 连 着 发 了 4 次 牌 , 让 观众 回答 了 3 个 问题 ， 
就 将 观众 记 住 的 牌 移 到 了 排列 的 正中 (第 2 列 第 4 张 )。 在 表演 时 ， 很 关键 的 一 点 就 是 将 
3 列 牌 收集 在 一 起 时 ， 要 将 观众 指出 的 那 一 列 的 7 张 牌 放置 在 3 列 的 中 间 (如 观众 指出 
自己 记 的 牌 在 第 3 列 时 ， 收 牌 时 就 可 按 第 1、3、2 列 的 顺序 收集 ， 也 可 按 第 2、3、1 的 
顺序 收集 。 知 道 这 个 原理 后 ， 我 们 也 可 表演 这 个 魔术 了 ， 经 过 观众 3 次 回答 ， 就 可 快速 
将 观众 记 住 的 牌 放置 到 第 2 列 第 4 张 的 位 置 ( 即 3 列 7 行 的 中 间 位 置 )。 


5.3.2 ”魔术 师 是 怎么 猜 出 来 的 


我 们 已 经 知道 这 个 小 魔术 的 玩法 了 ， 可 是 ， 为 什么 经 过 4 次 发 牌 就 能 确定 观众 所 记 
的 扑克 牌位 于 第 2 列 第 4 张 呢 ? 

其 实 ， 这 个 魔术 是 利用 余数 进行 分 组 的 一 个 例子 。 

在 这 个 魔术 中 一 共 使 用 了 21 张 扑 克 牌 ， 由 于 分 为 了 3 列 ， 因 此 ， 可 以 用 牌 的 序号 
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除 以 3， 然后 根据 余数 进行 分 组 。 这 21 张 牌 的 顺序 与 其 发 牌 之 后 成 为 3 行 7 列 的 位 置 关 

系 如 下 : 
序号 分 组 计算 列 行 
第 1! 张 牌 1 = 3=0…1 I 1 
第 ?7 张 牌 ps 2 1 
第 3 兴 牌 3 三 31 …10 3 1 
第 4 张 牌 4 二 3=1…1 I 
第 5 张 牌 5 二 31 2 2 2 
第 sb 张 牌 b+ 3=2 0 3 2 
第 1 瀛 牌 1 + 3=2…1 I 3 
第 8 张 牌 0 + 3=2…2 2 3 
第 ? 张 牌 9 =3-3 0 > 3 


从 上 面 的 计算 过 程 可 看 出 ， 余 数 与 所 在 列 有 关 ， 并 且 其 关系 比较 简单 ， 可 直接 按 余 
数 进行 分 组 。 具 体 关 系 如 下 : 


伸 数 分 组 ( 列 ) 


1 1 
2 
0 


分 析 上 面 中 的 行 还 可 以 看 出 , 在 分 组 计算 结果 中 的 商 可 以 确定 该 张 牌 在 其 分 组 ( 列 ) 
中 的 位 置 ， 即 在 列 中 处 于 第 几 行 ， 其 关系 如 下 : 


商 余数 ” 左 分 组 中 护 位 轩 ( 行 ) 
| 


0 1 (=0+D) 
0 2 1 (=0+1) 
nh 0 1 (=D) 

I | 2 (=I+)) 
| 2 2 (=1f+1) 


站 
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2 0 2 (=2) 
n 1 n 二 | 
n 2 n+l 
n 0 n 


可 以 看 出 ， 当 余数 为 0 时 ， 所 得 的 商 n 就 是 该 张 牌 在 其 分 组 中 的 行 数 n， 若 余数 不 
等 于 0， 所 得 的 商 n 加 1 就 是 该 张 牌 在 其 分 组 中 的 行 数 。 

我 们 将 牌 的 序号 与 其 分 组 位 置 进 行 了 分 析 ， 下 面 结合 魔术 师 发 牌 的 过 程 进行 运算 。 

如 图 5-8 所 示 ， 第 一 次 魔术 师 在 桌面 上 发 了 3 列 牌 ， 让 观众 从 中 记 住 一 张 ， 只 说 出 
该 张 牌 所 在 的 列 号 ， 然 后 将 该 列 牌 放 在 中 间 。 这 样 ， 该 列 的 7 张 牌 在 牌 堆 中 的 序号 就 是 
9 一 14 了 ， 则 魔术 师 第 二 次 发 牌 时 这 7 张 牌 的 位 置 关 系 如 下 : 


序号 分 组 计算 列 行 
3 3 二 3=2 2 2 3 
? 9 = 3=3 0 > 3 
10 10 = 3=3 1 I 4 
1 1 + 33 2 2 4 
1 12 二 3=4 0 3 4 
及 13 二 3=4 1 I 5 
14 14 3=4…2 2 5 


从 上 面 的 计算 可 看 出 ， 魔 术 师 第 二 轮 发 牌 后 ， 位 于 第 2 列 ( 原 在 第 1 列 ， 在 收集 时 
按 第 2、1、3 列 的 顺序 收 牌 ， 就 放置 在 第 2 列 的 位 置 ) 的 7 张 牌 会 分 散在 3 列 的 第 3、4、 
5 行 中 。 

这 时 ， 观 众 所 记 牌 仍然 分 布 在 3 列 中 的 某 一 列 ， 但 位 置 仍然 不 清 ， 可 以 分 为 3 种 
情况 : 

口 第 一 种 情况 ， 若 观众 所 记 牌 在 第 1 列 中 ， 则 这 些 牌 位 于 第 1 列 第 4、5 行 。 

口 第 二 种 情况 ， 若 观众 所 记 牌 在 第 2 列 中 ， 则 这 些 牌 位 于 第 2 列 第 3、4、5 行 。 

口 第 三 种 情况 ， 若 观众 所 记 牌 在 第 3 列 中 ， 则 这 些 牌 位 于 第 3 列 第 3、4 行 。 

这 里 以 第 二 种 情况 来 讨论 ， 若 观众 说 明 其 所 记 的 牌位 于 第 2 列 ， 根 据 魔术 师 收集 牌 
的 顺序 按 第 1、2、3 列 收集 ， 则 第 2 列 第 3、4、5 行 这 3 张 牌 在 牌 堆 中 的 顺序 为 10、11、 
12。 这 时 魔术 师 再 次 进行 发 牌 ， 则 第 10、11、12 张 牌 所 处 的 行 、 列 位 置 为 : 
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网 六 jk Be 
序号 分 组 计算 ED) 行 
10 0 3 | 4 
ll [| ie a 4 2 4 
12 从 二 7 4 


可 以 看 出 ,第 10、11、12 张 牌 经 过 魔术 师 重新 发 牌 后 ， 将 分 发 在 第 1、2、3 列 的 第 
4 行 中 。 可 看 出 ， 经 过 这 次 发 牌 ， 观 众 所 记 的 牌 已 分 布 在 各 列 的 第 4 行 中 了 。 由 于 分 布 
在 3 列 的 第 4 行 中 , 无 论 观众 记 住 的 是 哪 一 列 第 4 行 中 的 数据 , 将 该 列 作为 第 2 列 收 集 ， 
这 张 牌 在 牌 堆 中 的 序号 都 为 11， 则 魔术 师 再 次 发 牌 时 ， 序 号 11 的 牌 都 将 分 发 到 第 2 列 
第 4 行 。 


~、 ~ >k 一 
序 号 分 组 计 算 2y) 1 
ll I 3 2 4 
将 各 种 情况 绘制 一 个 分 解 图 ， 如 图 5-14 所 示 。 


第 ! 絮 发 牌 第 2 列 1-7 行 


收集 蕊 的 序号 


第 : 论 发 牌 
收 华 蕊 的 序号 
第 ? 吝 发 牌 
收集 蕊 的 序 呈 


图 5-14 


从 图 5-14 中 可 以 看 出 ， 将 观众 记 住 的 牌 收集 到 第 2 列 〈 牌 堆 中 的 序号 为 8 一 14)， 
无 论 这 张 牌 在 第 1 列 、 第 2 列 还 是 第 3 列 ， 经 过 观众 3 次 说 明 其 所 在 列 ， 最 终 都 可 将 其 
转 到 序号 11 处 。 这 时 ， 观 众 所 记 的 牌 已 位 于 牌 堆 的 中 间 位 置 ， 魔 术 师 第 4 次 发 牌 后 ， 就 
可 从 第 2 列 第 4 行 中 挑 出 这 张 牌 。 


“1 


第 5 章 余数 一 一 数据 分 组 


5.4 奇偶 校 验 


奇偶 校 验 是 计算 机 中 最 常用 的 一 种 验证 数据 的 方法 。 由 于 它 很 简单 ， 所 以 奇偶 校 验 
位 用 于 许多 计算 机 硬件 中 ， 当 遇 到 麻烦 时 能 够 重新 操作 ， 或 者 通过 简单 的 错误 检测 就 能 
起 到 很 大 作用 。 例 如 SCSI 总 线 使 用 奇偶 校 验 位 检测 传输 错误 ， 许 多 微 处 理 器 的 指令 高 
速 缓存 中 也 包括 奇偶 校 验 位 保护 。 因 为 指令 缓存 数据 是 主 内 存 数 据 的 副本 ， 所 以 在 发 现 
错误 的 时 候 能 够 抛弃 错误 数据 并 且 重 新 取 回 数据 。 

那么 奇偶 校 验 是 什么 原理 呢 ? 我 们 下 面 来 研究 一 下 。 


5.4.1 不 可 靠 的 网 络 传输 


现在 我 们 天 天 都 在 使 用 网 络 传输 数据 ， 怎 样 确 保 传输 的 数据 没有 错误 呢 ? 

我 们 都 知道 ， 由 于 网 络 的 情况 复杂 性 ， 无 论 是 有 线 、 无 线 传输 ， 都 不 能 保证 每 次 发 
送 的 数据 会 完整 无 误 地 传送 到 对 方 。 

在 网 络 中 传送 的 都 是 二 进 制 信息 ， 可 能 会 由 于 线路 问题 或 外 界 电磁 干扰 等 因素 ， 使 
传送 的 二 进 制 位 出 现 错误 ， 如 将 “1” 错 误 传输 为 “0”， 或 将 “0” 传 输 为 “1”。 这 种 情 
况 ， 我 们 称 为 出 现 了 “ 误 码 ”。 

例如 ， 通 过 网 络 传输 一 个 字符 E， 这 时 就 将 这 个 字符 的 ASCII 传送 给 对 方 ， 字 符 E 
的 ASCII 码 为 69， 转 化 为 2 进 制 为 


邻 符 “E” 的 ASGI B85: (69),=(0100 0101， 
由 于 存在 误 码 ， 可 能 会 将 二 进 制 数 据 中 的 一 个 “0” 传 为 了 “1”， 得 到 以 下 二 进 制 
(从 右 向 左 第 5 位 出 了 错误 ): 
(0101 0101),=(85),, 


这 时 ， 本 来 传输 的 字符 E 就 变 成 了 字符 U (字符 U 的 ASCII 码 为 85)， 传 输 就 出 
错 了 。 


5.4.2 ”用 奇偶 校 验 检查 错误 


既然 网 络 中 传输 数据 时 容易 出 现 误 码 ， 那 么 ， 该 如 何 发 现 数据 传输 中 的 错误 ? 最 简 
单 的 检 错 方法 是 “奇偶 校 验 ”。 

奇偶 校 验方 法 ， 是 根据 被 传输 的 一 组 二 进 制 代码 的 数位 中 “1” 的 个 数 是 奇数 或 偶 
数 来 进行 校 验 。 采 用 奇数 的 称 为 奇 校 验 ， 反 之 称 为 偶 校 验 。 
在 传送 ASCII 码 字符 时 ， 使 用 这 种 奇偶 校 验 是 非常 方便 的 ， 因 为 ASCII 码 中 字符 只 
占用 了 低 7 位 的 二 进 制 ， 最 高 位 的 二 进 制 一 直 为 0。 这 时 ， 可 将 这 一 位 用 来 保存 奇偶 
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校 验 。 

例如 ， pa 当 传输 字符 王 时 ， 由 于 该 字符 的 ASCII 码 的 二 进 制 数 中 包含 
有 3 个 二 进 制 “1”， 因 此 ， 最 高 位 不 用 设置 ， 仍 然 为 “0”， 使 传输 的 8 位 二 进 制 中 “1” 
的 数量 为 奇数 。 


若 传输 字符 下 时， 由 于 该 字符 的 ASCII 码 的 二 进 制 为 
全 符 "“6” 的 AsGI 65: (0100 O11D,=0D), 


字符 G 的 二 进 制 中 有 4 个 “1”， 为 偶数 ， 在 奇 校 验 时 ， 将 这 8 位 二 进 制 中 的 最 高 位 
置 为 1， 如 下 所 示 : 


(1100 0111),=(199),, 


有 了 这 个 奇偶 校 验 ， 接 收 方 判断 接收 数据 是 否 出 错时 就 很 简单 了 。 例 如 ， 若 接收 方 
收 到 以 下 二 进 制 ; 


(0101 010),=(85), 


可 看 出 ， 二 进 制 数据 中 “1” 的 个 数 为 4， 是 偶数 ， 说 明 接 收 的 数据 有 误 。 

如 果 接 收 方 接收 到 的 数据 中 “1” 的 个 数 为 奇数 ， 说 明 接收 的 数据 是 正确 的 。 这 时 ， 
再 将 最 高 位 置 为 0〈 即 去 掉 最 高 位 的 奇 校 验 数据 )， 则 可 得 到 正确 的 数据 。 

上 面 的 例子 是 采用 奇 校 验 时 的 情况 ， 若 采用 偶 校 验 ， 其 校 验方 法 类 似 ， 只 是 判断 二 
进 制 数据 中 “17” 的 个 数 是 否 为 偶数 。 至 于 采用 奇 校 验 还 是 采用 偶 校 验 ， 是 由 传输 方 和 接 
收 方 事 先 规定 好 的 。 

Ce 息 传输 过 程 中 的 部 分 误 码 ， 但 是 只 能 检查 出 一 位 
误 码 ， 若 在 一 个 字 节 的 传输 过 程 中 有 两 位 及 两 位 以 上 误 码 ， 就 不 能 检验 出 了 

另外 ， 厅 偶 校 验 只 能 用 来 发 现 模 误 但 不 能 纠 错 。 发 现 错误 后 ， 只 能 要 求 发 送 方 重 发。 

可 以 看 出 ， 奇 偶 校 验 很 简单 ， 因 此 ， 在 很 多 场合 得 到 了 广泛 的 使 用 ， 如 前 面 说 的 网 
络 传输 数据 。 另 外 ， 在 内 存 、 硬 盘 保 存 数据 等 方面 也 得 到 了 广泛 应 用 。 

在 串 行 通信 中 ， 为 了 提高 效率 ， 奇 偶 校 验 位 通常 是 由 UART 这 样 的 接口 硬件 生成 、 
校 验 的 ， 在 接收 方 ， 通 过 接口 硬件 中 的 寄存 器 的 状态 位 传 给 CPU 及 操作 系统 。 

错误 数据 的 恢复 通常 是 通过 重新 发 送 数据 ， 这 个 过 程 通常 由 如 操作 系统 输入 输出 程 
序 这 样 的 软件 处 理 的 。 


循环 排列 位 置 是 数学 中 一 个 有 趣 的 问题 ， 也 是 一 个 经 典 问题 ， 可 通过 求 余 运算 找 出 
规律 。 下 面 我 们 从 一 个 民间 传说 故事 来 研究 这 个 问题 。 
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5.5.1 座位 安排 


传说 铁 拐 李 、 汉 钟离 、 张 果 老 、 蓝 采 和 、 何 仙姑 、 吕 洞 宾 、 韩 湘子 、 曹 国 粤 等 8 人 
称 为 八仙 如 图 5-15 所 示 )。 这 天 ， 八 仙 到 天 宫 拜 会 王 母 娘 娘 。 王 母 娘娘 很 高 兴 地 地 接 
待 他 们 ， 正 要 让 他 们 在 一 张 八仙 桌 旁 坐 下 时 ， 有 一 件 事 让 王 母 十 分 为 难 。 按 礼节 她 应 该 
让 八仙 之 首先 入 席 ， 坐 首位 。 可 是 八仙 之 首 究竟 该 是 谁 呢 ? 好 像 没 有 排出 谁 是 老大 。 

这 时 王 母 的 香 案 使 〈 王 母 身 边 的 工作 人 员 ) 想 出 了 一 个 主意 ， 他 对 八仙 说 :“ 我 对 
各 位 一 视 同仁 ， 毫 无 偏见 。 就 由 我 来 安排 你 们 的 座位 吧 ， 你 们 先 排 成 一 个 圆圈 ， 我 请 王 
母 来 撕 两 粒 角 子 ， 看 看 共 撕 出 几 点 ， 就 按 这 个 点 数 ， 从 第 一 个 人 开始 数 起 ， 依 次 数 到 这 
个 点 数 时 ， 这 个 人 就 排除 在 外 。 这 样 周而复始 ， 最 后 留 下 谁 ， 谁 就 是 八仙 之 首 ， 让 他 先 
入 席 坐 首位 。” 

八仙 一 听 这 办 法 有 趣 ， 也 很 公平 ， 立 即 赞成 ， 王 母 娘娘 也 觉得 这 个 主意 不 错 ， 也 点 

就 在 这 时 ， 观 音 车 萨 也 来 了 。 观 音 看 不 惯 吕洞宾 的 一 些 行为 ， 不 想 让 他 成 为 八仙 之 
首 ， 便 在 王 母 耳 边 咬 咕 了 一 番 。 

王 母 笑 道 :“ 车 萨 放 心 ， 般 子 掷 出 的 点 数 纯 属 偶然 ， 他 只 有 八 分 之 一 的 机 会 ， 未 必 
能 当 上 八仙 之 首 。” 

观音 摇头 说 :“ 不 行 ， 我 一 定 要 排除 他 !” 

王 母 听 了 此 言 ， 甚 觉 为 难 。 观 音 说 :“ 我 有 一 个 补救 的 方法 ， 反 正 位 置 由 香 案 使 安 
排 ， 我 告诉 他 ， 把 吕洞宾 安排 在 某 一 位 置 上 ， 然 后 从 这 个 位 置 按 顺 时 针 方向 计数 ， 他 就 
无 法 做 八仙 之 首 了 。” 

王 母 大 喜 ， 叫 过 香 案 使 ， 观 音 对 其 耳语 几 句 。 然 后 ， 香 案 使 按 观 音 的 指点 ， 请 八仙 
依次 排 成 一 圈 ， 开 始 掷 贷 子 数 点 数 。 后 来 ， 吕 洞 宾 果 真 未 当 上 八仙 之 首 。 
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那么 ， 香 案 使 究竟 把 吕洞宾 安排 在 哪个 位 置 ， 才 能 确保 将 他 排除 出 去 呢 ? 
5.5.2 ” 试 排 座位 找 规律 


接 下 来 ， 我 们 来 进行 一 下 试 排 座位 。 

青 来 看 一 下 香 案 使 说 的 规则 按 掷 出 仍 子 的 点 数 ， 从 第 一 个 人 开始 数 起 ， 依 次 数 到 
这 个 点 数 时 ， 这 个 人 就 排除 在 外 。 这 样 周而复始 ， 最 后 留 下 谁 ， 谁 就 是 八仙 之 首 ， 让 他 
先入 席 坐 首位 。 

可 以 看 出 ， 需 要 解决 两 个 问题 : 

首先 要 确定 第 一 个 人 是 谁 ， 是 从 哪 一 个 位 置 开始 数 起 。 

还 需要 确定 掷 出 仍 子 的 点 数 。 由 于 是 两 粒 山 子 ， 点 数 最 小 为 2〈 两 粒 都 为 1 点 时 )， 
最 大 为 12〈 两 粒 都 为 6 点 时 )。 

其 实 ， 第 一 个 人 是 谁 不 是 大 问题 ， 排 在 第 一 位 也 可 能 会 被 排除 。 因 此 ， 只 要 将 八仙 
进行 编号 ， 然 后 围 成 一 个 圈 就 可 以 ， 假 如 分 别 编号 为 和 1、X2、X3、…… 、X7、X8， 如 


图 5-16 所 示 。 
X7 上 


X 
并 
图 5-16 
如 果 山 子 点 数 为 2， 根 据 图 5-16 所 示 排 列 序号 ， 被 排除 的 顺序 依次 为 : 


鼠 初 顺序 : XI、X2、X3、X4、X5、Xb、X7、X8 


点 数 排除 : |! 1 


乘 ] 下 顺序 : XI、 X3、X4、X5、 Xb XT、 Xx8 
点 数 排除 ; 民 怠 

乖 } 车 顺序 : XI、 X3、 X5、 Xb X17、x8 
点 数 排除 ; 

科 ] 下 顺序 : XI、 X3、 X5、 XT、 X8 
点 数 排除 ; 1 2 


冬 ] 车 顺 信 Xi X3 、 X5、 x7 
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点 数 排 除 : 1 2 


夭 | 丰 顺序 : XI、 X5、 x 
点 元 排除 : 1 2 
柔 } 下 顺序 : XI、 X5 

点 数 排除 : 1 2 


剩 | 丰 顺序 : xl 


最 后 只 剩 下 一 个 序号 X1,， 表示 排 在 第 一 个 位 置 的 最 后 被 保留 ， 未 被 排除 ， 则 排 在 第 
一 个 位 置 的 为 八仙 之 首 。 因 此 ， 吕 洞 宾 不 能 安排 在 第 一 个 位 置 。 
那么 ， 如 果 货 子 点 数 为 3， 被 排除 的 顺序 又 是 什么 样 的 呢 ? 
最 初 顺 序 : Xl、X2、X3、X4、X5、Xb、X7、X8 


点 数 排 除 : ! 2 3 


敌 } 下 顺序 : XI、X2、 X4、 X5、 Xb XT、 X8 
点 数 排除 : ii 
对] 丰 顺序 : XI、X2、 X4、 X5、 XT、 X8 
点 数 排 除 : 3 1 2 
科 ] 丰 顺序 : X2、 X4、 X5、 XT、 xXx8 
点 数 排除 : 1 2 3 
对] 下 顺序 : 邓 : X4、 XT、 X8 
点 数 排 除 : 3 i 滥 
科 ] 丰 顺序 : X4、 X1、 X8 
点 数 排除 : 1 和 这 
柔 ] 丰 顺序 : X4、 x1 
点 数 排 除 : 103) 2 
科 ] 下 顺序 : XT 

最 后 剩 下 的 序号 是 X7,， 因 此 ,吕洞宾 也 不 能 排 在 第 7 个 位 置 上 ,否则 也 可 能 成 为 八 


之 首 。 
ER 继续 分 析 当 盟 子 点 数 为 4 一 12 时 的 情况 。 最 后 得 出 骨 子 点 数 从 2 一 
12 点 时 ， 各 位 置 被 排除 的 先后 顺序 如 下 最 后 一 个 序号 就 是 剩 下 的 ): 

2 01: Xz X4 Xb X28 X37 XT Xx5 XI 

3 03: X3、X、XI、X5、X2、X8、X4、 X7 

4G 0j: X4、X8、X%、X2、XI、X3、 X7、 Xb 
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5G 0j3: X55 X27 X83 XT XI X4 Xb X3 
bb 0j: Xb X4 X33 X5 X28 X71 Xx2、Xl 
7 此 6j: X17 Xb Xa X22 X5 XI X3、 X4 
8 0: xa XI X33 Xb X5 X2、 X7、X4 
0 /0 7, 
1 此 oj: x X57 XI Xa X4 Xb X3、 X7 
NB 0d: x3 XT X55 Xb X2、 X8 XI、 X4 
lb 03: x4 XI Xa X33 X22 XT Xb X5 
对 最 后 的 序号 进行 总 结 ， 在 11 种 贷 子 点 数 情况 下 ， 各 位 置 被 保留 下 来 的 次 数 如 下 : 


Xl: 2: 
X2: 0 
X3: 1 类 
X4: 3 
X5:， 1 类 
Xb: 1 
X17: 2 六 
X38: 1 六 


可 以 看 出 ， 第 4 个 位 置 被 保留 下 来 的 次 数 为 3 次 ， 概 率 最 大 ， 而 第 2 个 位 置 一 次 都 
没有 被 保留 下 来 。 

因此 ， 观 音 对 香 案 使 的 指点 就 是 ， 将 吕洞宾 排 在 第 2 个 位 置 ， 这 样 就 可 以 确保 他 被 
排除 。 


5.5.3 西方 的 约瑟夫 环 


其 实 ， 对 于 循环 排 座位 的 问题 ， 西 方 也 有 一 个 类 似 的 故事 。 

据说 著名 历史 学 家 Josephus (约瑟夫 ) 经 历 过 以 下 故事 : 在 罗马 人 占领 乔 塔 帕 特 后 ， 
40 个 犹太 人 和 Josephus 躲 在 一 个 山洞 中 。40 个 犹太 人 决定 宁 死 也 不 被 敌人 抓 到 ， 于 是 
决定 集体 自杀 。 大 家 经 过 讨论 决定 了 一 个 自杀 方式 ，41 个 人 围 成 一 个 圆圈 ， 由 第 1 个 人 
开始 报 数 ， 每 报 数 到 3 的 人 就 必须 自杀 ， 然 由 再 由 下 一 个 人 重新 开始 报 数 ， 直 到 所 有 人 
都 自杀 身亡 为 止 。 

然而 Josephus 并 不 想 遵 从 这 个 规则 , 不 想 自杀 。 于 是 ，Josephus 先 假装 同意 该 方案 ， 
然后 坐 到 大 家 围 成 圆圈 的 第 31 个 位 置 ， 最 后 逃 过 了 这 场 死亡 游戏 。 

那么 ， 为 什么 Josephus 坐 在 第 31 位 置 就 可 逃 过 该 死亡 游戏 呢 ? 
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首先 将 41 个 人 排 成 一 个 圆圈 ， 并 编 好 序号 ， 如 图 5-17 中 国内 的 编号 (圆圈 内 的 编 
号 是 座位 序号 , 圆圈 外 的 数字 是 每 个 人 报到 3 的 顺序 )。 然 后 从 编号 1 的 人 开始 报 数 , 报 
到 3 就 表示 该 人 是 第 1 个 该 自杀 的 人 ， 序 号 为 3 的 人 首先 数 到 3 将 序号 为 3 的 人 排除 
到 圆圈 之 外 )， 接 下 来 序号 为 4 的 人 又 从 1 开始 报 数 ，…… ， 这 样 不 停 地 循环 ， 序 号 为 
31 的 人 将 是 最 后 剩 下 的 一 个 人 。 由 于 前 面 的 人 都 已 自杀 ， 没 法 监督 到 最 后 这 个 人 是 否 遵 
守 游 戏 规则 了 。 
在 这 个 故事 中 ， 用 41 个 序号 来 表示 这 些 人 ， 不 再 是 八仙 中 的 8 个 序号 ， 如 果 手 工 
推算 ， 需 要 很 长 的 时 间 。 因 此 ， 我 们 可 以 考虑 借助 计算 机 程序 来 进行 推算 。 
在 设计 程序 时 ， 我 们 还 可 以 考虑 参与 循环 点 数 的 人 数 W 是 一 个 可 变 的 值 ， 可 将 该 数 
任意 扩大 或 缩小 ， 并 假设 有 M 个 朋友 不 幸 要 参加 这 个 游戏 ， 又 该 如 何 保护 自己 和 朋友 ， 
使 这 M 个 朋友 都 留 在 最 后 。 
在 计算 机 程序 中 ， 可 以 使 用 一 种 叫 循环 链表 的 数据 结构 来 模拟 约瑟夫 环 的 结构 ， 不 
过 ， 这 需要 编写 操作 循环 链表 相关 的 代码 ， 程 序 的 代码 比较 多 。 为 了 简化 程序 ， 我 们 可 
以 考虑 用 数组 来 保存 约瑟夫 环 中 应 该 出 列 的 顺序 序号 数据 ， 而 数组 的 下 标 作为 参与 人 员 
的 编号 ， 并 将 数组 看 作为 环形 来 处 理 。 


8 6 
19 37 7 26 18 


图 5-17 
具体 的 程序 如 下 : 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#define N 41 // 总 人 数 
#define M 3 // 数 到 3 出 列 
int main() 
ut 
int man[N]={0}; // 保 存 出 列 的 序号 ， 为 0 表示 未 出 列 
int count=1; // 出 列 记 数 器 
Ln // 报 数 记 数 器 
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int pos=-1; // 位 置 记 数 器 
int alive=07 
while (count<=N) // 在 N 个 人 中 模拟 循环 报 数 
| 
dof{ 


pos=(pos+1) gs N; // 求 余 ， 进 行 环 状 处 理 
// 如 果 记 数 器 超过 N 值 ， 又 从 工 开 始 
if(man[pos]==0)  // 若 编号 pos 还 未 出 列 


了 HE // 报 数 

if (i==M) // 报 数 M 的 人 

人 
D3 // 初 始 化 记 数 器 ， 又 从 1 开始 报 数 
break; 


3 
}while(1); 
man[pos]=count; // 保 存 出 列 序号 
count++; 
} 
printf ("\n 约瑟夫 排列 (最 初 位 置 -约瑟夫 环 位 置 ) : \n") ; ”// 输 出 排列 位 置 
for (i=0;i<N;i++) 
{ 
printf("%d-%d ",i+l,man[i]); 
if (i!=0 && i%10==0) // 每 输出 10 个 则 换行 
printf ("Nas 
让 
for (i=0; i<N;i++) // 查 找到 需 保留 的 编号 
if (man[i]>N-1) 
printf ("\n 初始 序号 :%q, 约瑟夫 环 序号 :$d\n",i+1,man[i]); 
PranteEl Nn) 
getch(); 
return 0; 


在 上 面 的 程序 中 ， 每 行 主要 代码 右 侧 都 写 有 注释 。 

程序 的 算法 也 很 简单 : 

(1) 用 一 个 数组 保存 约瑟夫 环 ， 其 中 数组 元 素 的 序号 为 参与 人 员 的 初始 位 置 号 ， 每 
个 数组 元 素 的 值 ， 就 是 对 应 序号 人 员 出 列 的 顺序 。 例 如 ， 若 man[0]=14， 表 示 排 在 第 1 
个 位 置 的 人 将 是 第 14 个 出 列 的 人 (数组 元 素 是 从 0 开始 的 , 所 以 man[0] 中 的 0 表示 第 1 
个 闪光 

(2) 不 断 循 环 ， 模 拟 报 数 的 过 程 ， 将 报到 M (这 里 为 3) 的 序号 pos 处 的 数组 元 素 
记 上 其 出 列 的 序号 count( 即 设置 man[pos]=count)， 这 样 ，man[m] 的 值 若 为 0， 表示 还 未 
出 列 。 直 到 出 列 序号 count 达到 总 参与 人 数 N 为 止 。 

(3) 在 man 数组 中 已 将 出 列 序号 标 出 来 了 ， 接 下 来 就 是 找到 最 后 出 列 的 人 ， 再 找 出 
其 对 应 的 原始 位 置 序号 。 只 要 最 初 坐 在 这 个 序号 对 应 的 位 置 , 就 能 确保 其 在 最 后 才 出 列 。 

编译 执行 以 上 程序 ， 程 序 首先 显示 出 约瑟夫 环 的 数列 结果 (前 一 个 数据 是 最 初 的 编 
号 ， 后 一 个 数据 是 约瑟夫 环 中 的 编号 )。 接 着 提示 初始 号 为 31 的 位 置 最 后 出 列 ， 最 后 出 
列 的 序号 为 Y (41)， 即 排 在 第 31 号 位 置 的 人 在 第 41 次 出 列 ， 执 行 过 程 如 图 5-18 所 示 。 
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EE 


瑟 夫 排列 (最初 位 置 -约瑟夫 环 位 置 >: 国 
-14 2-36 3-1 4-38 5-15 6-2 ?7-24 8-38 9-3 19-16 11-34 

2-4 13-25 14-17 15-5 16-49 17-31 18-6 19-18 29-26 21-7 

2-37 23-19 24-8 25-35 26-27 27-9 28-28 29-32 39-19 31-41 

2-21 33-11 34-28 35-39 36-12 37-22 38-33 39-13 49-29 41-23 


初始 序号 :31. 约 一夫 环 序号 :4 


小 一 


图 5-18 


5.5.4 用 数学 方法 解约 瑟 夫 环 


上 面 编写 的 解约 瑟 夫 环 的 程序 模拟 了 整个 报 数 的 过 程 ， 程 序 运行 时 间 还 可 以 接受 ， 
很 快 就 可 以 出 计算 结果 。 可 是 ， 当 参与 的 总 人 数 W 及 出 列 值 M 非常 大 时 ， 其 运算 速度 就 
慢 下 来 。 例 如 ， 当 六 的 值 有 上 百 万 ，M 的 值 为 几 万 时 ， 到 最 后 虽然 只 剩 2 个人， 也 需要 
循环 几 万 次 CM 的 数量 ) 才能 确定 2 个 人 中 下 一 个 出 列 的 序号 。 显 然 ， 在 这 个 程序 的 执 
行 过 程 中 ， 很 多 步骤 都 是 进行 重复 无 用 的 循环 。 

那么 ， 能 不 能 设计 出 更 有 效率 的 程序 呢 ? 

办 法 当然 有 。 其 中 ， 在 约瑟夫 环 中 ， 只 是 需要 求 出 最 后 的 一 个 出 列 者 最 初 的 序号 ， 
而 不 必要 去 模拟 整个 报 数 的 过 程 。 因此 , 为 了 追求 效率 , 可 以 考虑 从 数学 角度 进行 推算 ， 
找 出 规律 然后 再 编写 程序 即 可 。 

为 了 讨论 方便 ， 先 根据 原意 将 问题 用 数学 语言 进行 描述 。 

问题 : 将 编号 为 0~ CN-1) 这 个 人 进行 圆 形 排 列 ， 按 顺 时 针 从 0 开始 报 数 ， 报 
到 M-1 的 人 退出 圆 形 队 列 ， 剩 下 的 人 继续 从 0 开始 报 数 ， 不 断 重 复 。 求 最 后 出 列 者 最 初 
在 圆 形 队列 中 的 编号 。 

下 面 首 先 列 出 0 一 CN1) 这 NN 个 人 的 原始 编号 如 下 


0 站 人 A, he | 


根据 前 面 曾经 推导 的 过 程 可 知 ， 第 一 个 出 列 人 的 编号 一 定 是 (M-1) %n。 例 如 ， 在 
41 个 人 中 ， 若 报到 3 的 人 出 列 ， 则 第 一 个 出 列 人 的 编号 一 定 是 (3-1) %41=2， 注 意 这 
里 的 编号 是 从 0 开始 的 ， 因 此 编号 2 实际 对 应 以 1 为 起 点 中 的 编号 3。 根据 前 面 的 描述 ， 
m 的 前 一 个 元 素 (M-1) 已 经 出 列 ， 则 出 列 1 人 后 的 列表 如 下 : 


0 1 M3 M2 | mM Mt M+t2 … N-2 NI 


根据 规则 ， 当 有 人 出 列 之 后 ， 下 一 个 位 置 的 人 又 从 0 开始 报 数 ， 则 以 上 列表 可 调整 
为 以 下 形式 〈 即 以 MM 位 置 开始 ，N-1 之 后 再 接 上 0、1、2……， 形 成 环 状 ): 


M Mfl Mt2 … N-2 N- 0 1 Mr-3 M-2 
按 上 面 排列 的 顺序 重新 进行 编号 ， 可 得 到 下 面 的 对 应 关系 : 
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0 1 2 N-3 N-2 


M M+tI Mt2 … N-2 N- 0 1 … Mr M-2 


即 ， 将 出 列 1 人 后 的 数据 重新 组 织 成 了 0~ CN-2) 共 NI 个 人 的 列表 ， 继 续 求 n-1 
个 参与 人 员 ， 按 报 数 到 M-1 即 出 列 ， 求 解 最 后 一 个 出 列 者 最 初 在 圆 形 队列 中 的 编号 。 

看 出 什么 规律 没有 ? 对 了 ， 通 过 一 次 处 理 ， 将 问题 的 规模 缩小 了 。 即 ， 对 于 N 个 人 
报 数 的 问题 ， 可 以 分 解 为 先 求解 CN-1) 个 人 报 数 的 子 问题 ， 而 对 于 CN-1) 个 人 报 数 的 
子 问题 ， 又 可 分 解 为 先 求 [ C(N-1) -1] 人 个 报 数 的 子 问题 ，…… 

问题 中 的 规模 最 小 时 是 什么 情况 ?就 是 只 有 1 个 人 时 N=1)， 报 数 到 (M-1) 的 人 
出 列 ， 这 时 最 后 出 列 的 是 谁 ” 当 然 只 有 编号 为 0 这 个 人 。 因 此 ， 可 设 有 以 下 函数 : 

F()=0 

那么 ， 当 N=2， 报 数 到 (M-1) 的 人 出 列 ， 最 后 出 列 的 人 是 谁 ?” 应 该 是 只 有 一 个 人 
报 数 时 得 到 的 最 后 出 列 的 序号 加 上 M， 因 为 报到 M-1 的 人 已 出 列 ， 只 有 2 个人， 则 另 一 
个 出 列 的 就 是 最 后 出 列 者， 可 用 公式 表示 为 以 下 形式 : 

F(2)=F(1)+M 

通过 上 面 的 算式 计算 时 , F(2) 的 结果 可 能 会 超过 入 值 (人 数 的 总 数 )。 例如 , 设 N=2， 

M=3〔 即 2 个 人 ， 报 数 到 2 时 就 出 列 )， 则 按 上 式 计算 得 到 的 值 是 : 
F(2)=F(1)+M=0+3=? 


一 共 只 有 2 人 参与 ， 编 号 为 3 的 人 显然 没有 。 怎 么 办 ? 由 于 是 环 状 报 数 ， 因 此 当 两 
个 人 报 完 数 之 后 ， 又 从 编号 为 0 的 人 开始 接着 报 数 。 根 据 这 个 原理 ， 即 可 对 求 得 的 值 与 
总 人 数 W 进行 模 运 算 ， 即 ; 


F(2)=[F(1)fM] 多 2 
验证 一 下 ; 
F(2)=[F(1)+M]%2 


=[(0+3)]%2 


=| 
即 ，N=2，M=3( 即 有 2 个 人 ， 报 数 到 3-1 的 人 出 列 ) 时， 循环 报 数 最 后 一 个 出 列 
的 人 的 编号 为 1 (编号 从 0 开始 )。 我 们 来 推算 一 下 ， 如 下 所 示 ， 当 编号 为 0、1 的 两 个 
人 循环 报 数 时 ， 编 号 为 0 的 人 报 的 数 为 0 和 2， 当 报 到 2 (M-1) 时 ， 编 号 0 出 列 ， 最 后 
剩 下 编号 为 1 的 人 ， 所 以 编号 为 1 的 人 最 后 出 列 。 
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根据 上 面 的 推导 过 程 ， 可 以 很 容易 推导 出 ， 当 N=3 时 的 公式 : 


F(3)=[F(2)+MI%? 
同 理 ， 也 可 以 推导 出 参与 人 数 为 N 时 ， 最 后 出 列 人 员 编 号 的 公式 : 
F(W=[F(N-1) +MI%N 
其 实 ， 这 就 是 一 个 递 推 公式 ， 公 式 包含 以 下 两 个 式 子 : 
F(D)=0 


F(N=[F(N-1)+M]%n (N>1) 
有 了 这 个 递 推 公式 ， 再 来 设计 程序 就 很 简单 了 ， 可 以 用 递归 的 方法 来 设计 程序 ， 具 
体 代码 如 下 : 


#include <stdio.h> 
int main (void) 


| 
int n,m,i,s=0; 
printf ("输入 参与 人 数 N 和 出 列 位 置 M 的 值 = "); 
scanf ("%d%d", gn, gm); 
printf ("最 后 出 列 的 人 最 初 位 置 是 $d\n", josephus (n,m)); 
getch(); 
return 0 ; 
} 
int josephus (int n,int m) 
if (n==1) 
return 0; 
else 
return (josephus (n-1,m) +m) sn7 
} 
在 以 上 代码 中 , 定义 了 一 个 递归 函数 josephus0, 然后 在 主 函 数 中 调用 这 个 函数 进行 


编译 执行 以 上 程序 , 输入 入 和 M 的 值 , 可 以 很 快 得 到 最 后 出 列 人 的 编号 , 输入 N=8， 
M=3， 得 到 的 结果 如 图 5-19 所 示 〔 注 意 编号 是 从 0 开始 )。 


而 DN Vosephus2.exe ”十 本 古本 
人 
图 5-19 
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使 用 递归 函数 会 占用 计算 机 较 多 的 内 存 ， 当 递归 层次 太 深 时 可 能 导致 程序 不 能 执 
行 ， 因 此 ， 也 可 以 将 程序 直接 编写 为 以 下 的 递 推 形式 : 
#include <stdio.h> 


int main (void) 


int n,m,i,s=0; 
printf (" 输 入 参与 人 数 N 和 出 列 位 置 M 的 值 = "); 
scanf ("$d%d", gn, gm); 
for (i=2; i<=n; i++) 
S=(S+m) $i; 
printf ("最 后 出 列 的 人 最 初 位 置 是 sanwy s) ; 
getch(); 
return 0 ; 


} 


这 段 代码 执行 的 结果 与 递归 程序 执行 结果 完全 相同 。 

可 以 看 出 ， 经 过 一 些 数学 推导 ， 最 后 总 结 出 规律 简化 程序 ， 将 几 十 行 的 代码 缩减 到 
儿 行 。 更 主要 的 是 ， 程 序 执行 的 效率 得 到 大 大 的 提升 ， 省 去 了 很 多 重复 的 循环 ， 既 使 求 
解 的 NN 和 MM 值 很 大 ， 也 不 会 成 为 问题 。 


5.6 智 屋 分 牛 


余数 在 我 们 生活 中 无 处 不 在 ， 特 别 是 在 平均 分 配 某 些 不 可 分 割 的 物体 时 ， 很 多 时 候 
都 会 有 余数 出 现 。 例 如 ， 要 将 11 台电 视 机 中 的 一 半 留 下 来 。 这 时 ， 由 于 11 不 能 被 2 整 
除 ， 而 一 台电 视 机 又 不 能 切割 为 两 部 分 ， 就 会 有 余数 产生 。 

对 于 这 种 经 过 分 配 后 会 产生 余数 的 情况 ， 比 较 有 趣 的 一 个 例子 是 : 智 投 分 牛 ， 本 节 
我 们 来 看 看 智 投 分 牛 的 解决 方案 。 


5.6.1 遗产 分 配 难题 


传说 古代 印度 有 一 位 老人 ， 临 终 前 留 下 遗嘱 ， 要 把 所 养 的 19 头 牛 分 给 3 个 儿子 。 
其 中 ,老大 分 得 总 数 的 二 分 之 一 、 老 二 分 得 总 数 的 四 分 之 一 、 老 三 分 得 总 数 的 五 分 之 一 。 
按 印度 的 教规 ， 牛 被 视 为 神灵 ， 不 能 被 宰杀 ， 只 能 按 整 头 数 分配 。 父 亲 的 遗嘱 更 需要 无 
条 件 遵守 。 老 人 死 后 ， 兄 弟 三 人 对 分 牛 的 事 一 筹 莫 展 。 

按 老人 的 遗嘱 ， 老 大 应 分 得 的 牛 的 数量 为 


13 = 2=7.5 


根据 分 得 总 数 的 二 分 之 一 来 计算 ， 得 到 的 不 是 整数 的 头 牛 ， 而 是 9.5 头 ， 显 然 ， 有 
小 数 部 分 就 必须 要 分 割 一 头 牛 。 而 根据 教规 ， 牛 是 不 能 被 宰杀 分 割 的 ! 
同样 ， 老 二 分 得 总 数 的 四 分 之 一 ， 应 分 得 的 牛 的 数量 为 : 


人 和 
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19 = 4=4.15 
也 有 小 数 ! 
同样 ， 老 三 分 得 总 数 的 五 分 之 一 ， 应 分 得 的 牛 的 数量 为 : 
19 二 5=3.8 
也 有 小 数 ! 
该 怎么 分 配 才 既 符合 本 国 的 教规 ， 又 能 遵守 父亲 的 遗嘱 呢 ? 兄弟 三 人 始终 想 不 出 好 
的 办 法 来 。 
5.6.2 智 候 给 出 的 分 配方 案 
正在 三 兄弟 悉 眉 不 展 ， 想 不 出 分 配 办 法 时 ， 智 披 牵 着 一 头 牛 从 三 兄弟 家 门 前 经 过 ， 
于 是 ， 三 兄弟 赶紧 向 智 彼 请 教 方法 。 
听 了 三 兄弟 说 出 原委 后 ， 智 役 说 : 这 好 办 。 我 把 这 头 牛 借 给 你 们 。 这 样 ， 共 有 20 
头 牛 ， 就 好 分 配 了 。 分 完 之 后 ， 再 把 借 我 的 这 一 头 牛 还 给 我 就 行 了 。 
果然 ， 牛 的 总 数 从 19 变 为 20 后 ， 老 大 分 得 二 分 之 一 ， 得 到 的 牛 的 数量 为 
20 = 2=10 
同样 ， 老 二 分 得 总 数 的 四 分 之 一 ， 应 分 得 的 牛 的 数量 为 ; 
20 = 4=5 
老 三 分 得 总 数 的 五 分 之 一 ， 应 分 得 的 牛 的 数量 为 
20 = 5=4 
三 兄弟 共 分 配 的 牛 的 总 数 为 : 
10+5+4=1? 
而 借 了 智 投 的 一 头 牛 后 ， 牛 的 总 数 是 20， 三 兄弟 分 了 19 头 ， 正 好 剩 下 一 头 ， 还 给 
智 役 。 这 样 ， 三 兄弟 每 人 分 得 的 牛 的 头 数 为 整数 ， 也 按 父亲 的 遗嘱 比例 进行 了 分 配 。 


5.6.3 分配 原理 


可 是 ,为 什么 智 奥 在 牛 的 总 数 中 加 上 1 头 牛 ， 然 后 就 可 完成 这 种 分 配 呢 ? 19 头 牛 中 
的 一 半 为 什么 是 10 头 呢 ? 

下 面 我 们 用 算式 来 计算 一 下 。 

按 老人 的 遗嘱 ，19 头 牛 按 老大 得 到 二 分 之 一 、 老 二 得 到 四 分 之 一 、 老 三 得 到 五 分 之 
一 ， 则 三 个 人 应 分 得 二 头 、 王 头 和 苹 头 。 将 三 兄弟 分 得 牛 的 数量 相 加 


放生 
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1I9 19 19 361 
2+ 4+ 5=20 
三 兄弟 并 没有 将 牛 分 完 ， 还 剩 下 
3 _19 
19-70 = 26 


那么 ， 根 据 父亲 的 遗嘱 ， 剩 下 的 部 分 也 需要 按 二 分 之 一 、 
分 配 ， 则 老大 还 可 分 得 : 


可 以 看 出 ， 


四 分 之 一 、 


老 二 还 可 分 得 : 


老 三 还 可 分 得 : 


并 且 ， 经 过 第 二 次 分 配 之 后 ， 牛 还 是 未 被 分 配 完 ， 还 会 剩 下 : 


| A 

20 x 20 20 
对 剩 下 的 这 部 分 ， 还 需要 按 老大 、 老 二 、 老 三 各 自 的 比例 进行 分 配 。 
可 以 看 出 ， 这 种 分 本 


J 


Ly 


2 ~ 


| 


上 ! 


7 + 20 207 
类 似 地 ， 老 二 分 得 的 牛 的 总 数 应 该 为 : 
1 19 、1 19 
19 Xx py 关 xX 
4 20 ”个 ”20 
同样 ， 老 三 分 得 的 牛 的 总 数 应 该 为 : 
1 .1 119 、1 19 
Fm” 0 
可 以 看 出 ， 三 兄弟 分 得 的 牛 的 总 数 构 成 了 3 个 无 穷 递 缩 等 比 数列 ， 


19 x 二 


| 


4 


1 _ 


X 
{2p 207 


L 
7 


1? x 


分 3 


“ls 


五 分 之 一 进行 


配 是 可 以 无 限 进行 下 去 的 ， 因 此 ， 老 大 分 得 的 牛 的 总 数 应 该 为 : 


十 … 
二 


人 二 
5 二 


别 对 这 3 个 等 
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比 数列 求 和 ， 可 知 老大 、 老 二 、 老 三 分 得 的 牛 的 总 数 分 别 为 10、5、4 头 。 正 好 是 智 粤 分 
牛 的 结果 。 

对 无 穷 递 缩 等 比 数列 求 和 ， 需 要 用 到 高 中 的 数学 知识 。 下 面 我 们 再 来 看 另 一 种 分 析 
方法 比例 法 。 

在 本 题 中 ， 由 于 要 将 19 头 牛 按 一 定 比 例 完 全 分 配给 三 兄弟 ， 则 三 兄弟 分 得 牛 的 数 
量 的 比例 为 : 


1. ee 
T°4: 5 =10:5:4 
也 就 是 说 ， 老 大 应 从 牛 的 总 数 中 分 得 的 比例 为 
10= .10 
10f+5f+4 19 
类 似 地 ， 老 二 应 从 牛 的 总 数 中 分 得 的 比例 为 
9 2 
10f+5f+4 19 
同样 ， 老 三 应 从 牛 的 总 数 中 分 得 的 比例 为 : 
-人 -4 
10f+5f4 19 


可 以 看 出 ， 通 过 比例 法 计算 出 来 的 结果 中 三 人 分 得 牛 的 数量 分 别 为 10、5、4， 也 正 
好 将 全 部 的 牛 分 完 。 


“2 
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本 次 列车 能 正点 到 达 吗 ? 

这 次 谈判 的 项 目 ， 有 几 成 把 握 能 签 下 来 ? 

这 个 月 我 申请 的 机 动车 牌照 号 能 摇 中 吗 ? 

我 买 的 彩票 能 中 奖 吗 ? 

在 现实 生活 中 ， 我 们 常常 会 遇 到 这 类 问题 。 对 于 这 些 问 题 ， 平 常 我 们 总 是 将 其 归结 
为 是 否 有 运气 。 运 气 好 时 就 能 签 下 合同 、 摇 中 车 牌 、 中 彩票 ……。 

其 实 ， 从 数学 角度 来 看 ， 这 些 都 是 与 概率 相关 的 问题 。 本 章 我 们 来 研究 概率 相关 的 
问题 。 


6.1 初中 学 习 过 的 概率 


作为 程序 员 ， 应 该 对 数学 中 的 概率 有 一 定 了 解 ， 在 程序 设计 的 很 多 地 方 都 可 能 会 用 
到 概率 知识 。 例 如 ， 对 于 一 些 复杂 知识 库 的 判别 ， 就 可 以 用 概率 。 


6.1.1 谁 先 开 球 


先 来 看 一 个 场景 。 

在 足球 比赛 中 ， 两 支 球 队 中 只 能 有 一 支 球 队 先 开 球 ， 哪 一 队 先 开 球 就 占有 先进 攻 的 
优势 。 另 外 ， 球 场 中 的 阳光 、 风 向 也 对 比赛 有 重要 影响 。 因 此 ， 为 了 公平 ， 通 常会 要 求 
两 队 中 的 一 队 选择 球门 ， 另 一 队 选 择 先 开 球 。 这 时 裁判 应 该 怎么 决定 哪 队 选 球门 ， 哪 队 
先 开 球 呢 ? 

足球 比赛 之 前 ， 裁 判 员 通常 用 抛 硬 币 的 方法 让 比赛 双方 的 队长 猜 硬币 的 正 反面 ， 猜 
中 正面 的 这 一 队 选 球门 ， 另 一 队 则 先 开 球 。 

为 什么 选用 抛 硬 币 的 方法 来 决定 呢 ? 
因为 大 家 都 觉得 这 种 方法 很 公平 ， 能 保证 两 队 选 门 或 开 球 的 可 能 性 一 样 大 。 

那么 ， 为 什么 大 家 会 觉得 这 种 抛 硬 币 的 方法 很 公平 呢 ? 如 图 6-1 所 示 ， 可 看 到 硬币 
有 正 反 两 面 。 在 抛 硬币 时 ， 事 先 不 能 确定 是 正面 向 上 还 是 反面 向 上 ， 但 是 ， 参 赛 双方 很 
容易 感觉 到 正面 向 上 或 反面 向 上 的 可 能 性 是 一 样 的 ， 因 此 ， 两 队 获得 选 门 或 开 球 的 可 能 
性 是 一 样 的 。 

对 于 这 种 可 能 性 ， 就 称 为 概率 ， 也 称 为 或 然 率 、 机 会 率 或 机 率 。 使 用 概率 可 对 随机 
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事件 发 生 的 可 能 性 进行 度量 。 


图 6-1 


例如 ， 在 上 面 的 例子 中 ， 两 支 球 队 的 队长 猜 中 硬币 正面 的 概率 各 为 50% 时 ， 机 会 均 
等 ， 因 此 大 家 都 会 觉得 这 是 公平 的 。 

类 似 的 例子 还 有 很 多 。 

例如 ， 在 围棋 比赛 中 如 何 确定 参赛 双方 谁 下 黑子 (如 图 6-2 所 示 ) ? 在 围棋 中 不 是 
采用 猜 硬币 正面 的 方法 ， 而 是 采用 另 一 种 方法 ， 猜 围棋 子 的 单 双 。 在 围棋 中 的 术语 称 为 
“ 猜 先 ” 即 猜 对 了 的 就 先 下 子 〈 下 黑子 )。 猜 先 的 具体 作法 是 : 比赛 双方 中 的 一 方 (通常 
是 段位 高 或 年 长 者 ) 抓 一 把 白 棋 放 在 棋盘 上 ， 另 一 方 猜 对 方 抓 的 这 一 把 棋子 为 单数 还 是 
双 数 ， 猜 对 了 就 可 自己 选择 下 黑子 还 是 下 白 子 ， 若 未 猜 对 ， 则 由 对 方 选择 。 


图 6-2 


在 围棋 的 “ 猜 先 ”中 ， 参 赛 一 方 所 抓 围 棋子 只 有 两 种 情况 : 要 么 为 单数 、 要 么 为 双 
数 (这 就 和 硬币 可 以 有 正 反 面 两 种 情况 类 似 )。 事 先 双方 都 不 知道 棋子 的 数量 是 单 还 是 双 ， 
为 单数 或 双 数 的 概率 是 相等 的 ， 都 为 50%。 因 此 ， 这 种 方法 感觉 是 公平 的 。 


6.1.2 ”用 程序 模拟 抛 硬币 


那么 ， 在 抛 硬币 、 猜 单 双 时 ， 硬 币 的 正 反面 〈 或 棋子 的 单 双 ) 出 现 次 数 是 否 真 的 完 
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全 一 致 呢 ?” 对 于 这 一 点 ， 我 们 可 以 做 一 个 实验 ， 通 过 多 次 抛 硬币 ， 记 录 其 正 反面 出 现 的 
次 数 ， 然 后 计算 出 现 的 频率 。 
首先 ， 制 作 如 表 6-1 所 示 的 记录 表格 。 


表 6-1 硬币 正面 向 上 次 数 


总 次 数 (n) 
正面 向 上 (m) 
正面 向 上 频率 (mmy) 


接着 开始 按 表格 中 的 “总 次 数 ” 开始 抛掷 硬币 ， 并 将 正面 向 上 的 次 数 记 录 到 表格 中 。 

如 果 要 手工 去 完成 表 6-1 中 的 统计 数据 ， 需 要 较 长 的 时 间 。 幸 好 ， 我 们 是 程序 员 ， 
可 以 考虑 使 用 计算 机 程序 来 解决 问题 

在 C 语言 中 ， 有 一 个 随机 函数 od 可 产生 在 0~RAND_MAX 范围 内 的 一 个 随 
机 数 ， 即 ,rand0 函 数 生成 的 这 个 数 是 未 知 的 。 我 们 可 以 使 用 这 个 函数 来 模拟 抛 撕 硬币 的 
情况 。 

对 于 通过 rand0 函 数 得 到 的 一 个 随机 数 ， 怎 么 将 其 对 应 于 硬币 的 正 、 反 两 面 呢 ? 

-种 方法 是 对 rand() 函 数 生成 的 随机 数 进行 运算 ， 如 下 式 : 
(inb(2#rand(0 / (RAND MAX+1)) 
这 样 ， 最 终 得 到 的 结果 只 能 为 0 和 1 这 两 种 情况 ， 假 设 结果 为 1 时 代表 硬币 正面 向 
-， 则 只 需要 统计 结果 为 1 的 次 数 ， 就 可 得 到 模拟 硬币 正面 向 上 的 次 数 了 。 

另 一 种 更 简洁 的 方法 ， 就 是 对 rand0 函 数 生成 的 随机 数 进 行 奇 偶 判 断 〈 类 似 于 围棋 
中 的 猜 单 双 )。 假 设 为 奇数 时 表示 硬币 正面 向 上 ， 则 只 需要 统计 rand0 函 数 生 成 的 随机 数 
为 奇数 时 的 次 数 ， 就 可 得 到 模拟 硬币 正面 向 上 的 次 数 了 。 

根据 以 上 思路 编写 C 语言 程序 如 下 : 


#include <stdio.h> 


int main() 


int i,m=0,n=0; //m 表示 正 面向 上 的 次 数 ，n 表示 总 次 数 
srand( (int)time (0)); // 设 置 随机 数 种 子 
Printf(" 输 入 抛 硬 币 的 次 数 : ") ; 
scanf ("%d", gn); 
for (i=0;i<n;i++) 
if (rand ()%2==1) // 正 面向 上 
Im+ 十 7 
printf("\n 抛掷 sd 次 硬币 的 统计 数据 : \n"vn) 
printf ("硬币 正面 向 上 的 次 数 :%qd, 频率 :%$.2f\n",m, (float)m/n); 
getch(); 
return 0; 
| 
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运行 以 上 程序 ， 输 入 抛掷 硬币 的 次 数 为 100， 得 到 如 图 6-3 所 示 的 结果 。 由 运算 结 
果 可 看 出 ， 正 面向 上 的 频率 并 不 是 一 半 (0.5)， 而 是 0.49。 并 且 ， 如 果 再 次 运行 程序 ， 
同样 输入 抛掷 硬币 的 次 数 为 100, 得 到 的 频率 不 一 定 仍 是 0.49, 可 能 是 0.48、0.49、0.51、 
0.52 等 值 。 

将 获得 的 “正面 向 上 的 频率 ” 填 入 表格 中 。 多 次 运行 程序 ， 分 别 输入 不 同 的 抛掷 硬 
币 的 次 数 ， 将 计算 出 来 的 “正面 向 上 频率 ”数据 填 入 表格 中 ， 得 到 如 表 6-2 所 示 的 数据 。 


表 6-2 硬币 正面 向 上 次 数 


总 次 数 mn) | 10 | 350 | lo0 | 150 | 200 | 2500 
正面 向 上 (my) | 49 | 20 | 5 | 73 | 9%9 | 1226 
正 而 向 上 频率 (mn) | 049 | 048 | 052 | 050 | 04 | 049 


根据 表 6-2 所 统计 的 频率 ， 制 作出 如 图 6-4 所 示 的 折线 图 。 
硬币 正面 向 上 统计 图 


图 6-4 


从 图 6-4 中 可 看 出 硬币 “正面 向 上 ”的 频率 变化 趋势 。 根 据 计算 ， 每 一 组 抛掷 硬币 
中 “正面 向 上 ”的 频率 都 不 相同 ， 即 每 次 试验 中 随机 事件 发 生 的 频率 具有 不 确定 性 。 但 
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是 ， 也 可 发 现 随机 事件 发 生 的 频率 也 有 规律 : 在 试验 次 数 较 少 时 ,“ 正 面 朝 上 ”的 频率 变 
化 较 大 ， 而 随 着 试验 次 数 的 逐渐 增加 ， 频 率 会 趋 于 稳定 ， 且 “正面 朝 上 ”的 频率 越 来 越 
接近 0.5。 因 此 ， 这 里 就 用 0.5 这 个 常数 表示 “正面 朝 上 ”发 生 的 可 能 性 大 小 。 


6.1.3 ”什么 是 概率 


通过 运行 上 面 的 程序 ， 并 通过 计算 得 出 的 数据 生成 图 表 ， 可 归纳 总 结 出 以 下 结论 。 
实验 证 明 ， 随 机 事件 发 生 的 频率 逐渐 稳定 到 某 一 个 常数 ， 通 常 这 个 常数 刻画 了 随机 
事件 的 可 能 性 大 小 ， 这 个 常数 就 称 为 概率 。 也 可 用 以 下 数学 语言 描述 : 
一 般 地 ， 在 大 量 重复 试验 中 ， 如 果 事 件 A 发 生 的 频率 一 会 稳定 在 某 个 常数 p 附近 ， 
那么 这 个 常数 p 就 叫做 事件 A 的 概率 ， 记 作 : 
P(A4)=p 
根据 前 面 的 试验 可 看 出 ， 如 果 一 件 事情 发 生 的 概率 是 二 ， 不 是 指 " 次 事件 里 必 有 一 


次 发 生 该 事件 ， 而 是 指 此 事件 发 生 的 频率 接近 于 二 这 个 数值。 


前 面 介绍 的 两 个 例子 中 ， 足 球 比赛 中 的 猜 硬币 正面 或 围棋 比赛 中 猜 棋子 的 单 双 ， 都 
只 有 两 种 情况 发 生 ， 要 么 是 硬币 的 正面 ， 要 么 是 反面 (或 者 棋子 数 要 么 为 单数 ， 要 么 为 
双 数 )， 也 就 是 只 有 两 个 基本 事件 。 因此 ， 每 一 种 基本 事件 (如 出 现 硬币 正面 ) 发 生 的 概 
率 都 为 二 ， 这 个 比较 好 理解 。 可 表示 为 如 图 6.-5 所 示 的 形式 。 


图 6-5 


下 面 ， 我 们 看 一 个 相对 复杂 一 点 的 例子 ， 掷 仍 子 。 

一 粒 角 子 有 6 个 面 ， 每 面 有 不 同 的 点 数 ( 分 别 为 1~6 点 )， 那 么 ，1 一 6 点 出 现 的 概 
率 分 别 是 多 少 呢 ? 

在 掷 骨 子 时 ， 骨 子 的 6 面 都 有 相同 的 机 会 出 现在 最 上 面 。 如 图 6-6 所 示 ， 骨 子 的 每 
一 面 都 表示 一 个 基本 事件 ， 并 且 每 个 基本 事件 出 现 的 可 能 性 是 相等 的 ， 因 此 ，1 一 6 点 出 
现 的 概率 是 相同 的 ， 其 值 为 : 
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6.1.4 ”必然 事件 与 不 可 能 事件 


hh 


在 上 面 的 例子 中 ， 抛 掷 硬 币 时 ， 有 硬币 “正面 向 上 ”和 “正面 向 下 ”两 个 事件 ， 抛 
掷 货 子 时 ， 有 1 点 至 6 点 这 6 种 事件 。 也 就 是 说 ， 针 对 某 种 活动 ， 可 能 会 有 多 种 事件 之 
一 发 生 ， 为 了 更 好 地 分 析 概 率 ， 我 们 将 这 些 事件 分 为 3 种 类 型 ， 分 别 是 : 必然 事件 、 不 
可 能 事件 、 随 机 事件 。 其 中 ， 必 然 事 件 和 不 可 能 事件 又 叫 确定 事件 ， 而 随机 事件 则 是 不 
确定 事件 。 

1. 必然 事件 


在 一 定 的 条 件 下 重复 进行 试验 时 ， 有 的 事件 在 每 次 试验 中 必然 会 发 生 ， 这 样 的 事件 
叫 必然 发 生 的 事件 ， 简 称 必 然 事 件 。 

例如 ， 太 阳 从 东方 升 起 ， 就 是 一 个 必然 事件 。 再 如 ， 将 3 件 不 合格 产品 混在 一 堆 合 
格 产品 中 ， 再 从 这 些 产 品 中 任意 抽取 4 件 ， 那 么 ， 其 中 必 有 1 件 是 正品 。 显 然 ， 这 也 是 
一 个 必然 事件 。 

可 以 看 出 ， 必 然 事件 发 生 的 概率 肯定 为 1。 不 过 ， 概 率 为 1 的 事件 不 一 定 为 必然 
事件 。 

2. 不 可 能 事件 

在 一 定 的 条 件 下 重复 进行 试验 时 ， 不 可 能 发 生 的 事件 叫 不 可 能 事件 。 

例如 ， 太 阳 从 西边 升 起 ， 就 是 一 个 不 可 能 事件 。 再 如 ， 春 天 过 后 是 冬天 ， 也 是 一 个 
不 可 能 事件 。 

可 以 看 出 ， 不 可 能 事件 的 概率 为 0。 不过， 概率 为 0 的 事件 不 一 定 为 不 可 能 事件 。 


3. 随机 事件 


前 面 说 过 ， 必 然 事 件 和 不 可 能 事件 都 属于 确定 事件 ， 即 能 确定 地 知道 事件 必然 发 生 
或 必然 不 发 生 。 与 此 对 应 ， 还 有 很 多 事件 是 处 于 两 者 之 间 ， 即 在 一 定 条 件 下 ， 可 能 会 发 
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生 ， 也 可 能 不 发 生 的 事件 ， 这 类 事件 称 为 随机 事件 。 

例如 ， 抛 掷 硬 币 时 ,“ 正 面向 上 ”的 事件 有 可 能 发 生 ， 也 可 能 不 发 生 。 类 似 地 ， 抛 
掷 货 子 时 ， 出 现 “1 点 ”的 事件 有 可 能 发 生 ， 也 可 能 不 发 生 。 

可 以 看 出 ， 随 机 事件 的 概率 介 于 0 与 1 之 间 。 

下 列 事件 中 哪些 事件 必然 发 生 ? 哪些 事件 必然 不 会 发 生 ? 哪些 事件 可 能 会 也 可 能 
不 会 发 生 ? 


(1) 我 今天 买 的 彩票 ， 中 500 万 元 大 奖 。 (所 六 1 罗 惠 ) 
(2) 明天 市 内 将 下 大 雨 。 (择业 1 避 ) 
(3) 边 长 为 3cm、4cm、5cm 的 三 角形 是 直角 三 角形 。 (机 丢 器 剑 ) 
(4) 某 射击 运动 员 一 枪 命中 靶 心 。 (拉夫 者 央 ) 
(5) 肥皂 泡 会 破碎 。 (所 准 洲 下) 


(6) 股市 上 证 指数 今天 将 从 昨天 的 2200 点 上 涨 到 6000 点 。 【〔 持 合 哮 包 Y) 

上 面 的 6 个 事件 中 ， 前 5 个 事件 都 比较 好 理解 ， 最 后 一 个 事件 是 股票 市 场 的 ， 根 据 
我 国 股票 市 场 交 易 制度 中 的 涨 跌幅 限制 ， 即 使 所 有 股票 今天 全 部 涨停 ， 上 证 指数 也 不 可 
能 从 2200 点 上 涨 到 6000 点 ， 因 此 ， 这 是 一 个 不 可 能 发 生 的 事件 。 


6.1.5 “概率 的 基本 性 质 


对 概率 有 一 定 了 解 后 ， 我 们 来 总 结 一 下 概率 的 基本 性 质 。 
1. 概率 P(A) 的 取 值 范围 


口 0<P(A)<!1; 
口 必然 事件 的 概率 为 1; 
口 不 可 能 事件 的 概率 为 0。 


2. 任何 两 个 基本 事件 是 互 斥 的 


针对 某 一 个 实验 ， 可 能 有 多 个 基本 事件 ， 但 任何 两 个 基本 事件 都 是 互 斥 的 。 这 是 比 
较 好 理解 的 。 

例如 ， 在 抛掷 硬币 这 个 试验 中 ， 有 两 个 基本 事件 : 正面 朝 上 、 反 面 朝 上 ， 不 可 能 出 
现 既 正面 朝 上 又 反面 朝 上 的 情况 。 

同样 ， 在 猪 围 棋子 单 双 的 实验 中 ， 也 有 两 个 基本 事件 :棋子 数量 为 单数 、 棋 子 数 量 
为 双 数 ， 不 可 能 出 现 棋子 数量 既 为 单数 又 为 双 数 的 情况 。 

在 掷 山 子 的 实验 中 ， 如 果 掷 一 粒 仍 子 ， 有 6 个 基本 事件 : 分 别 为 1 点 、2 点 、3 点 、 
4 点 、5 点 、6 点 。 这 6 种 基本 事件 也 是 互 斥 的 ， 不 可 能 同时 出 现 1 点 和 2 点 。 


3. 任何 事件 都 可 以 表示 成 基本 事件 之 和 

先 看 一 个 例子 :在 抛 措 角 子 时 ， 出 现 偶 数 点 的 概率 为 多 少 ? 

我 们 知道 ， 般 子 共 有 1~6 点 ， 其 中 1、3、5 为 奇数 点 ，2、4、6 为 偶数 点 ， 因 此 ， 
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可 以 很 容易 地 得 出 : 
« 小 9 1 
rT(“” 倪 数 点 “入 


即 ， 出 现 偶数 点 的 概率 为 二 。 

接 下 来 ， 我 们 看 看 出 现 “ 侦 数 点 ”这 个 事件 与 艇 子 的 几 个 基本 事件 之 间 的 关系 。 

首先 ， 抛 撕 角 子 共有 6 个 基本 事件 ， 分 别 是 : P (“1 点 )、P (“2 点”)、P (“3 点 ”)、 
让 

可 以 看 出 ,“ 偶 数 点 ”这 个 事件 与 3 个 基本 事件 相关 ， 即 事件 P (“偶数 点 ”) 包含 了 
3 个 基本 事件 ， 分 别 是 : P (“2 点 ”)、P (“4 点 ”)、P (“6 点 ”)。 


PC ”保教 上 ”)=7 上”)fP 4 由 ”+ 上 ") 


人 人 
= 一 + 一 + 一 

站 
” 流 


即 ， 事 件 “ 偶 数 点 ”等 于 构成 该 事件 的 3 个 基本 事件 的 概率 之 和 。 
4. 事件 的 包含 关系 对 概率 的 影响 
若 两 个 事件 A 和 B 之 间 存 在 包含 关系 ,如 ASB， 则 事件 A 的 概率 将 小 于 等 于 事件 
B 的 概率 ， 即 ; 
P(A)  P(B) 


这 个 结论 应 该 很 好 理解 。 前 面 掷 贷 子 的 例子 中 “2 点 ”这 个 事件 就 包含 于 “偶数 点 ” 
这 个 事件 中 ， 因 此 ， 其 概率 也 小 于 “偶数 点 ”的 概率 ， 即 : 


PK 2 上"”) 过?(“ 保教 点 ) 


6.2 百 枚 钱币 鼓 士 气 


在 现代 数学 中 ， 概 率 论 是 非常 有 用 的 ， 这 门 学 科 在 现代 生产 、 生 活 及 军事 等 各 个 领 
域 中 都 有 广泛 的 应 用 。 下 面 我 们 来 看 一 个 用 “概率 ”鼓舞 士兵 土气 的 故事 。 故 事 的 主人 
公 叫 狄青 ， 是 北宋 仁宗 时 期 有 名 的 大 将 。 

最 初 ， 狄 青 只 是 宋朝 防守 陕西 保安 〈 现 志 丹 县 ) 的 一 名 士兵 。 当 时 ， 西 夏 多 次 打败 
宋朝 的 军队 ， 后 来 ， 狄 青 主动 要 求 担任 先锋 出 战 。 他 披 头 散发 ， 带 上 一 个 狮 狩 的 面具 ， 
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带头 冲 入 敌阵 ， 把 敌人 打败 。 由 于 狄青 屡 立 战功 ， 被 提升 为 将 军 。 
后 来 ， 范 仲 俺 召见 了 狄青 ， 勉 励 他 认真 读书 。 从 此 狄青 刻苦 读书 ， 精 研 兵 法 ， 之 后 
打仗 更 有 勇 有 谋 ， 终 因 战 功 显赫 被 提升 为 掌管 全 国 军事 的 枢密 使 。 


6.2.1 狄青 的 计谋 


在 宋 仁宗 初 年 ， 我 国 南方 少数 民族 的 领袖 依 智 高 自立 政权 ， 进 攻 现 在 的 广西 一 带 地 
区 ， 占 领 了 大 片 土地 ， 打 了 不 少 胜 仗 ， 北 宋朝 野 震动 。 为 了 平息 叛乱 ， 宋 仁宗 派 狄 青 作 
为 大 将 前 去 征讨 依 智 高 。 由 于 前 期 宋朝 士兵 与 依 智 高 的 士兵 作战 时 基本 上 都 是 打败 仗 ， 
宋朝 士兵 的 士气 非常 低落 。 

狄青 为 了 克服 将 士 们 的 肛 敌 情绪 ， 想 出 了 一 个 办 法 。 他 立 了 一 个 神 坛 ， 当 着 全 体 将 
士 的 面向 上 苍 祷 告 : “如果 这 次 上 天 保佑 一 定 能 打 胜仗 ,那么 , 我 把 手中 的 一 百 枚 铜钱 扔 
到 坛 前 地 上 时 ， 钱 面 〈 铸 文字 的 一 面 ) 一 定 全 部 朝 上 。” 说 完 ， 在 众 目 瞬 瞬 之 下 ， 他 把 
100 枚 钱 全 部 抛 向 地 面 ， 结 果 这 100 枚 钱 竟 全 部 朝 上 ， 如 图 6-7 所 示 。 

于 是 全 军 欢呼 震 天 动 地 。 狄 青 命 亲 兵 取 来 100 枚 大 钉 把 钱 全 部 钉 在 地 上 ， 任 士兵 观 
看 ， 并 说 :“ 待 破 敌 遍 旋 ， 再 来 感谢 神灵 。” 

将 士 们 都 认定 肯定 有 神灵 护 佑 , 于 是 士气 大 振 。 所 以 在 战斗 中 以 一 当 百 , 奋勇 无 敌 ， 
果然 连战 省 捷 ， 迅 速 平 定 了 依 智 高 的 叛乱 。 


6.2.2 ”全 为 正面 的 概率 是 多 少 


为 什么 兵士 们 认为 100 枚 铜钱 的 钱 面 全 部 朝 上 就 一 定 受到 神灵 护 佑 呢 ? 
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这 是 因为 ， 大 家 知道 100 枚 铜钱 全 部 朝 上 几乎 是 不 可 能 的 。 下 面 我 们 来 分 析 一 下 。 
当 我 们 抛 下 1 枚 铜钱 时 ， 有 两 种 不 同 结果 ， 钱 面 可 能 朝 上 ， 也 可 能 朝 下 ， 如 图 6-8 
所 示 。 


图 6-8 


根据 前 面 介 绍 的 概率 基础 知识 可 以 知道 ， 当 抛 下 1 枚 铜钱 时 ， 有 两 个 基本 事件 : 钱 
面 朝 上 和 钱 面 朝 下 。 因 此 ， 钱 面 朝 上 的 概率 为 : 


(” 钱 本 朝 上 


如 果 抛 2 枚 铜钱 ， 钱 面 朝 上 的 概率 为 多 少 呢 ? 先 来 看 一 下 抛 2 枚 铜钱 有 几 个 基本 事 
件 ? 如 图 6-9 所 示 ， 抛 掷 2 枚 铜钱 时 共有 4 种 基本 事件 。 


(3) (4) 


图 6-9 
假设 铜钱 有 正 、 反 两 面 (字面 为 正面 ， 无 字面 为 反面 )， 从 图 6-9 中 可 看 出 ，4 枚 铜 
钱 共有 以 下 4 种 基本 事件 : 
DO (EE, E); 
口 ( 正 、 反 ); 
器 和民。 下 站 
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日 { 反 s 到》 
从 4 种 基本 事件 中 看 出 ， 两 枚 铜钱 全 部 正面 朝 上 的 概率 为 : 


(2 铜钱 钱 配 朝 上 


另外 ， 从 上 面 列 出 的 4 个 基本 事件 可 看 出 ，( 正 、 反 ) 和 《【 反 、 正 ) 这 两 个 基本 事 
件 中 ， 都 是 1 枚 铜钱 钱 面 朝 上 、1 枚 铜钱 钱 面 朝 下 。 因 此 ， 如 果 不 对 两 枚 铜钱 进行 顺序 
编号 ， 就 会 将 这 两 种 基本 事件 看 作为 同一 种 基本 事件 了 。 换 句 话说 ,在 列举 基本 事件 时 ， 
必须 对 铜钱 进行 编号 。 

继续 扩展 ， 抛 3 枚 铜钱 时 ， 可 有 以 下 8 种 基本 事件 : 

KE EE 

1 亚 友 》3 

《下 >、 反 : 下 》3 

( 正 、 反 、 反 ) ; 

《用 = 正 % 让) 

( 反 、 正 、 反 ) ; 

《把 本 下 

( 反 、 反 、 反 ) ; 

在 这 8 种 基本 事件 中 ，3 枚 铜钱 全 部 钱 面 朝 上 的 概率 为 : 


mM 7 3 铜钱 钱 面 部 上 ”了 


可 以 看 出 ， 当 抛 3 枚 铜钱 时 就 出 现 了 8 种 基本 事件 ， 要 列举 出 3 枚 铜钱 正 、 反 两 面 
组 合成 的 基本 事件 是 比较 麻烦 的 ， 并 且 很 容易 遗漏 。 

其 实 ， 对 于 作为 程序 员 的 我 们 来 说 ， 可 以 用 更 容易 理解 的 方式 来 解决 这 个 问题 。 可 
以 将 铜钱 的 正 、 反 面 看 作 二 进 制 中 的 0 和 1。 多 枚 铜钱 可 按 编号 组 合 得 到 不 同 的 基本 事 
件 ， 此 时 一 枚 铜钱 就 可 看 作为 一 位 两 进 制 位 。 

这 样 ， 当 抛 1 枚 铜钱 时 ， 就 相当 于 是 1 位 二 进 制 ， 有 两 种 可 能 ， 即 0 或 1 〈 钱 面 朝 
上 或 钱 面 朝 下 )， 即 有 两 种 基本 事件 。 

当 抛 两 枚 铜钱 时 ， 就 相当 于 是 两 位 二 进 制 ， 有 4 种 可 能 ， 分 别 是 00、01、10、11， 
即 有 4 种 基本 事件 。 

当 抛 3 枚 铜钱 时 ， 就 相当 于 是 3 位 二 进 制 ， 有 8 种 可 能 ， 分 别 是 000、001、010、 
011、100、101、110、111， 即 有 8 种 基本 事件 。 

类 似 地 ， 当 抛 4 枚 铜钱 时 ， 就 相当 于 是 4 位 二 进 制 ， 有 16 种 可 能 ， 即 有 16 种 基本 
事件 。 

依次 类 推 ， 当 抛 100 枚 铜钱 时 ， 就 相当 于 是 100 位 二 进 制 , 有 2% 种 可 能 ， 即 有 2 
种 基本 事件 。 


COOOOODODO 
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求 出 基本 事件 数量 后 ， 青 计算 其 概率 就 很 简单 了 ， 只 需要 取 其 倒数 即 可 。 因 此 ， 当 
抛 100 枚 铜钱 时 ， 钱 面 全 部 向 上 的 概率 为 : 


交 A AL 中 | 
m“ Iw 铜钱 钱 醒 利 上 “三 
可 以 看 出 ， 这 个 概率 值 非常 小 ， 趋 近 于 0。 


因此 ，100 枚 铜钱 钱 面 朝 上 几乎 是 不 可 能 的 事 。 而 狄青 抛掷 100 枚 铜钱 时 ， 这 种 可 
能 性 微乎其微 的 事 竟然 发 生 了 ， 将 士 们 自然 认为 是 有 神灵 护 佑 哆 。 


6.2.3 必然 还 是 偶然 


通过 前 面 的 计算 ， 我 们 已 经 知道 要 使 100 枚 铜钱 钱 面 全 部 朝 上 的 可 能 性 微乎其微 ， 
其 概率 接近 0。 虽 然 当 时 的 兵士 们 还 没有 计算 概率 的 数学 知识 ， 但 根据 大 家 日 常生 活 中 
的 基本 认 知 ， 兵 士 们 还 是 知道 要 使 100 枚 铜钱 钱 面 全 部 朝 上 的 可 能 性 非常 小 。 
当然 ， 狄 青 也 知道 这 种 可 能 性 微乎其微 ， 可 他 怎么 会 当 着 全 体 将 士 的 面 抛 掷 这 100 
枚 铜钱 ， 并 有 信心 使 这 些 铜钱 钱 面 全 部 朝 上 呢 ? 

现在 我 们 再 来 看 一 看 ， 狄 青 带 着 部 队 凯 旋回 来 的 情况 吧 。 当 狄青 命令 把 100 枚 钉子 
拔 起 时 ， 他 的 下 属 将 士 们 发 现 ， 原 来 ， 这 些 钱币 都 是 狄青 特制 的 ， 铀 钱 的 两 面 都 铸 成 了 
钱 面 ! 这 样 ， 不 管 铜钱 两 面 中 的 哪 一 面 朝 上 ， 都 是 钱 面 朝 上 。 

也 就 是 说 ，100 枚 铜钱 全 部 前 面 朝 上 是 个 必然 事件 ! 

在 正常 情况 下 ，100 枚 铜钱 钱 面 全 部 朝 上 是 一 个 偶然 事件 (只 是 21% 种 基本 事件 中 
的 一 种 )。 但 是 ， 狄 青 通过 特制 铜钱 ， 将 这 种 偶然 事件 转换 成 了 一 种 必然 事件 。 

狄青 只 是 利用 了 人 们 的 思维 定 势 ， 利 用 了 人 们 敬 豚 鬼神 的 迷信 心理 ， 机 智 地 采用 偷 
梁 换 柱 的 手法 ， 骗 过 了 他 的 部 下 ， 鼓 舞 了 士气 ， 赢 得 了 胜利 。 


6.3 庄家 的 胜率 是 多 少 


博彩 业 都 是 基于 概率 的 ， 对 一 些 看 似 公平 的 博彩 游戏 ， 通 过 仔细 分 析 都 会 发 现 ， 庄 
家 的 胜率 要 大 得 多 ， 和 否则 的 话 ， 做 庄家 岂 不 是 都 要 赔钱 出 局 ! 下 面 我 们 再 来 看 一 个 赌博 
中 使 用 概率 的 例子 。 


6.3.1 一 个 看 似 公 平 的 游戏 

“ 碰 运 气 ” 是 在 美国 和 海外 很 多 赌场 中 玩 的 游戏 。 在 游乐 场 中 ， 操 纵 者 为 招来 顾客 
而 高 声 叫 道 :“ 每 次 三 个 人 赢 ， 三 个 人 输 !” 这 给 人 一 个 强烈 印象 ， 好 像 这 个 游戏 是 公 
平 的 。 
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那么 ,“ 人 碰 运 气 ” 游 戏 是 怎么 玩 的 呢 ? 

“ 碰 运 气 ” 游 戏 是 在 一 个 笼子 里 装着 三 个 仙 子 ， 翻 转 摇晃 笼子 就 使 角子 深 动 ， 三 个 
散 子 将 会 出 现 三 个 不 同 的 点 数 (也 可 能 点 数 相同 )。 参与 游戏 的 6 名 玩家 可 以 周三 个 散 子 
中 出 现 1~6 中 的 任何 一 个 数 ， 只 要 其 中 一 个 山 子 出 现 玩家 说 的 数 时 ， 他 就 赢 了 。 如 果 有 
一 个 贷 子 与 玩家 说 的 数 相同 ， 玩 家 将 赢得 一 份 他 赌 的 钱 数 ， 若 有 两 个 角 子 与 玩家 说 的 数 
相同 ， 玩 家 将 赢得 两 份 他 赌 的 钱 数 ， 若 三 个 山 子 的 点 数 都 与 玩家 说 的 数 相 同 ， 玩 家 将 赢 
得 三 份 他 赌 的 钱 数 。 如 果 玩 家 赌 的 数 不 是 三 个 骨 子 中 任何 一 个 数 ， 则 玩家 赌 的 钱 将 输 给 
庄家 。 

例如 ， 有 A、B、C、D、E、F 这 6 个 人 分 别 赌 1~6 这 6 个 数 ( 即 A 赌 1 点 、B 赌 
2 点 、C 赌 3 点 、DD 赌 4 点 、E 赌 5 点 、F 赌 6 点 )， 并 分 别 赌 一 块 钱 。 摇晃 笼子 后 三 个 
散 子 分 别 出 现 如 图 6-10 所 示 点 数 。 


me) en Ess 


图 6-10 


显然 ， 玩 家 A、C、F 这 三 个 人 赌 的 点 数 没有 出 现在 图 6-10 所 示 的 角子 点 数 中 ， 因 
此 这 三 个 人 将 输 掉 自 己 所 赌 的 一 块 钱 ， 而 玩家 B、D、 卫 这 三 个 人 赌 的 点 数 出 现在 图 6-10 
所 示 的 做 子 点 数 中 ， 因 此 ， 这 三 个 人 将 各 赢 一 块 钱 。 也 就 是 说 , 玩家 B、D、E 将 赢得 A、 
C、F 这 三 个 人 所 赌 的 钱 。 

看 起 来 ， 这 个 游戏 是 很 公平 的 ， 三 个 般 子 出 现 点 数 的 概率 是 相等 的 。 

并 且 ， 玩 家 往往 还 会 这 样 根 ， 如 果 这 个 笼子 里 只 有 一 个 艇 子 ， 我 周 的 数 就 只 能 在 6 
次 中 出 现 一 次 ， 概 率 为 < 。 如 果 有 两 个 盘子 ， 则 6 次 中 就 会 册 现 两 次 。 有 三 个 般 子 时 ， 


6 次 中 就 会 有 3 次 赢 。 这 样 看 起 来 ， 玩 家 赢 的 机 会 还 要 大 一 些 ! 如 果 周 一 个 数 ， 例 如 周 3 
点 ， 并 周一 块 钱 ， 如 果 有 一 个 艇 子 出 现 3 点 ， 则 玩家 可 赢 一 抉 钱 ， 如 果 有 两 个 散 子 是 3 
点 ， 就 赢 两 块 钱 ， 如 果 三 个 假 子 都 是 3 点 ， 就 可 赢 三 块 钱 

怎么 样 通常 大 家 都 会 这 样 想 吧 ? 这 也 可 以 说 明 为 什么 巾 场 庄家 会 赢 钱 ， 会 变 成 百 
万 富 伟 ! 


6.3.2 ”庄家 能 赢 钱 吗 


对 于 一 个 看 起 来 很 公平 的 游戏 ， 有 什么 玄机 让 庄家 能 确保 赢 钱 呢 ? 让 我 们 先 来 模拟 


一 下 游戏 场景 。 
首先 ，6 位 玩家 分 别 赌 1 一 6 点 ， 赌 注 为 1 块 钱 。 
玩家 A 财 ! 频 
玩家 Bb 姥 : 瞩 
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玩家 ( 姥 ? 点 . 
| 0 
玩家 7 财 4 占 ee 
玩家 E 做 ;点 
玩家 fF 人 赌 i 忆 


接着 摇晃 笼子 ， 得 到 3 个 山子 的 点 数 如 图 6-10 所 示 。 玩 家 和 庄家 的 输赢 情况 如 下 : 


玩 实 A 
玩家 B 


玩 系 5C Em 


污 庄 家 


玩 实 ? 
玩家 E 
玩家 F 
如 果 摇 哆 笼子 ， 得 到 3 个 骨 子 的 点 数 如 图 6-11 所 示 。 


收入 三 块 钱 
支出 三 块 铸 
铬 0 块 链 


图 6-11 


这 时 ， 只 有 两 个 玩家 赌 对 了 点 数 ，4 个 玩家 赌 错 了 点 数 ， 则 玩家 和 庄家 的 输赢 情况 


如 下 : 
玩家 A 
玩 实 ? 
玩家 
玩家 7 
玩家 EE 


玩家 F 
可 以 看 出 ， 当 三 个 角 子 中 有 两 个 散 子 的 点 数 相 同时 ， 上 有 


收入 4 块 钱 
支出 三 块 钱 
伞 一 块 钱 


E 家 收入 和 支出 之 后 将 余 一 块 


钱 ， 即 庄家 在 这 种 情况 下 有 了 一 块 钱 的 收入 。 
如 果 摇晃 笼子 ， 得 到 三 个 明 子 的 点 数 如 图 6-12 所 示 。 


图 6-12 


和 
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这 时 ， 只 有 一 位 玩家 赌 对 了 点 数 ， 另 5 位 玩家 都 赌 错 了 ， 则 玩家 和 庄家 的 输赢 情况 
如 下 : 


玩家 A 财 ! 皮 
玩家 8 姥 : 占 
玩家 5 中 点 一 au 2 . 
玩 去 3 输 ! 块 钱 三 2 路 入 5 块 钱 
元 . 

FF 各 Ss 支出? 块 线 
玩家 E 5 此 、 . 
Se 余 ? 块 钱 
玩 守 fF 姥 * 鼎 

可 以 看 出 ， 当 3 个 骨 子 点 数 都 相同 时 ， 庄 家 收入 和 支出 相抵 之 后 将 余 两 块 钱 ， 即 庄 
家 在 这 种 情况 下 有 了 两 块 钱 的 收入 。 

从 以 上 的 三 种 情况 可 看 出 ， 当 笼子 中 的 三 个 货 子 点 数 各 不 相同 时 ， 庄 家 的 收入 为 0 
块 钱 ; 当 有 两 个 骨 子 的 点 数 相同 时 , 庄家 的 收入 为 一 块 钱 ; 当 三 个 鹏 子 的 点 数 都 相同 时 ， 
庄家 的 收入 为 两 块 钱 。 

在 整个 过 程 中 ， 庄 家 没有 赔钱 的 情况 ， 最 坏 的 情况 下 也 只 是 不 赔 不 赚 。 因 此 ， 庄 家 
在 游乐 场 中 开设 这 种 游戏 是 稳 赚 不 赔 的 ! 


6.3.3 ”庄家 盈利 比率 


知道 庄家 玩 这 种 “ 碰 运 气 ”游戏 是 稳 赚 不 赔 ， 那 么 庄家 需 利 比率 是 多 少 呢 ? 

要 计算 庄家 乌 利 比率 ， 首 先 需 要 计算 出 基本 事件 及 庄家 获胜 的 事件 ， 这 样 ， 就 可 方 
便 地 计算 出 庄家 和 须 利 的 比率 。 

笼子 中 三 个 山子 共 可 组 合 出 多 少 种 基本 事件 呢 ? 

每 个 贷 子 有 6 种 基本 事件 ， 分 别 为 1 一 6 点 。 根 据 乘 法 原理 ， 三 个 山 子 共 可 组 成 


b xb x b=21b 


种 基本 事件 。 在 这 216 种 基本 事件 中 ， 再 分 别 计算 三 个 仍 子 点 数 不 同 的 基本 事件 、 两 个 
点 数 相同 的 基本 事件 、 三 个 鹏 子 点 数 相同 的 基本 事件 。 

(1) 三 个 仍 子 点 数 不 同 。 可 看 作 三 个 货 子 分 别 取 1~6 这 6 个 数字 的 排列 ， 根 据 排 
列 原理 ， 三 个 货 子 点 数 不 同 的 基本 事件 数 为 


P=b xX 5 x 4=120 


(2) 三 个 鹏 子 中 两 个 点 数 相 同 。 可 将 三 个 仍 子 看 作为 两 个 骨 子 ， 这 两 个 贷 子 分 别 取 
1 一 6 中 的 两 个 数字 的 排列 ， 可 得 到 


"168。 


第 6 章 概率 


你 运气 好 吗 


Pi=b x 5=30 


但 是 ， 这 只 是 三 个 仍 子 中 一 个 鹏 子 与 其 他 两 个 点 数 不 同 〈 其 他 两 个 骨 子 相同 ) 的 情 
况 。 类 似 图 6-13 所 示 ， 是 第 一 个 角子 点 数 与 后 两 个 点 数 不 同 的 情况 。 


图 6-13 


类 似 地 ， 还 有 第 两 个 般 子 与 其 他 两 个 点 数 不 同 的 情况 ， 以 及 第 三 个 从 子 与 其 他 两 个 
点 数 不 同 的 情况 。 因 此 ， 共 有 三 类 ， 即 三 个 般 子 中 两 个 点 数 相同 的 情况 共有 ; 
3 xX 30=90 
在 这 90 种 基本 事件 中 ， 庄 家 每 次 可 赢 1 块 钱 。 
(3) 三 个 角 子 点 数 相同 。 如 果 三 个 散 子 点 数 相同 ， 则 相当 于 只 有 一 个 角 子 ， 就 只 有 
6 种 基本 事件 了 。 
这 三 类 基本 事件 相 加 可 得 到 : 
120+90+b=21b 
计算 出 各 类 基 本 事件 之 后 ， 再 计算 庄家 的 获胜 率 就 方便 了 。 下 面 通过 计算 庄家 收入 
和 支出 的 钱 数 来 计算 庄家 的 胜率 。 
假设 共 举 行 216 次 游戏 ， 则 庄家 在 游戏 开始 前 收入 的 钱 为 赌注 为 一 块 钱 ， 每 次 每 
位 参与 者 付出 一 块 钱 赌注 ): 
210 x 5=1295 
当 3 个 散 子 点 数 不 同 时 ， 庄 家 需要 支付 6 抉 钱 〔 返 还 三 个 赢家 下 注 的 三 块 钱 ， 还 要 
给 三 个 赢家 每 人 1 块 钱 )。 根 据 前面 计 算 可 知 ， 三 个 从 子 点 数 不 同 的 基本 事件 共有 120 
种 ， 则 庄家 需要 支付 的 钱 为 : 
120 X b=7120 
当 两 个 般 子 点 数 相同 时 ,只 有 两 个 玩家 赢 钱 , 庄家 需要 返还 两 个 赢家 下 注 的 两 块 钱 ， 
同时 赌 中 一 个 般 子 点 数 的 玩家 赢 一 块 钱 ， 赌 中 两 个 般 子 点 数 的 玩家 赢 两 块 钱 。 因 此 ， 庄 
家 需要 支付 5 块 钱 。 而 这 种 两 个 般 子 点 数 相同 的 基本 事件 有 90 种 ， 则 庄家 需要 支付 的 
钱 为 ; 
90 X 5=450 
当 三 个 仍 子 点 数 都 相同 时 ， 只 有 一 个 玩家 是 赢家 ， 庄 家 需要 返还 这 个 赢家 下 注 的 一 
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块 钱 ， 同 时 还 要 给 赢家 三 块 钱 。 因 此 ， 庄 家 需 支 付 4 块 钱 。 而 这 种 三 个 鹏 子 点 数 相同 的 
基本 事件 有 6 种 ， 则 庄家 需 支 付 的 钱 为 
b x 4=24 
这 样 , 通过 216 次 游戏 , 庄家 收入 1296 块 钱 ,支出 720+450+24 块 钱 ， 净 赚 的 钱 为 : 


129b-(120+450+24)=102 
则 ， 庄 家 盘 利 的 比率 为 


100 多 =7.87 光 
ds, 又 二 
129b ” ” 
也 就 是 说 , 玩家 每 赌 一 块 钱 , 庄家 就 会 赚 得 7.87 分 , 虽然 看 起 来 只 有 7.87% 的 盘 利 。 
但 是 ， 由 于 庄家 只 赚 不 亏 ， 因 此 ， 长 期 经 营 这 个 游戏 ， 庄 家 将 赚 得 不 少 。 


6.3.4 ”游戏 参与 者 获胜 的 概率 


那么 ， 参 与 “ 碰 运 气 ” 游 戏 的 玩家 获胜 的 概率 有 多 少 呢 ? 
我 们 在 前 面 说 过 ， 如 果 敌 子 中 只 有 一 个 般 子 ， 玩 家 周一 个 数 时 获胜 的 概率 为 二 ， 如 
果 笼子 中 有 两 个 角子 ， 玩 家 获胜 的 概率 为 : 


1 | | 
-一 人 f -一 = 一 
b bb 3 

如 果 笼 子 中 有 三 个 贷 子 时 ， 玩 家 获胜 的 概率 为 : 

1 1 | | 
i 
b b bb 2 

也 就 是 说 ， 玩 家 有 一 半 的 概率 启 ! 

那么 ， 实 际 情况 真是 这 样 吗 ? 

下 面 ， 我 们 来 计算 一 下 实际 情况 。 当 玩家 选择 赌 某 一 个 数 时 ， 有 三 种 赢 的 情况 : 

第 1 种 ， 三 个 山 子 点 数 相 同 ， 且 是 玩家 所 选 的 数 。 此 时 只 有 一 种 可 能 。 

第 2 种， 三 个 中 有 两 个 骨 子 的 点 数 相 同 ， 且 是 玩家 所 选 的 数 ， 此 时 另 一 个 仍 子 的 点 
数 为 其 他 5 个 数 中 任何 一 个 ， 则 玩家 有 5 种 可 能 获胜 的 情况 。 但 是 要 注意 ， 三 个 山 子 是 
有 位 置 顺序 的 ， 因 此 将 单独 数 的 那个 般 子 按 顺序 轮流 ， 又 会 有 3 种 变化 。 所 以 ， 玩 家 赌 
中 两 个 角 子 点 数 相同 的 情况 有 3X5=15 种 可 能 。 

第 3 种 ，3 个 蜗 子 的 点 数 各 不 相同 ， 则 只 有 一 个 鹏 子 是 玩家 赌 的 数 ， 此 时 其 他 两 个 
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骨 子 可 以 是 其 余 5 个 数 中 的 任何 一 个 , 为 5X5=25 种 可 能 。 同样 ,三 个 骨 子 是 有 顺序 的 ， 
三 个 仍 子 每 个 都 可 取 玩 家 要 的 数 ， 总 共 是 3X25=-75 种 。 
因此 ， 上 述 三 种 情况 的 可 能 性 相 加 ， 得 到 : 

让 站 
也 就 是 说 ， 玩 家 在 216 种 基本 情况 中 有 91 种 情况 能 获胜 〈 即 ， 只 有 91 种 情况 是 玩 
家 赌 的 这 个 数 至 少 出 现 一 次 )， 因 此 ， 玩 家 的 胜率 为 : 


91 
区 X 100 多 =42.13 铬 


也 就 是 说 ， 玩 家 赢 的 机 会 并 不 是 一 半 ， 而 是 比 一 半 要 小 。 

另外 ， 需 要 注意 ， 这 里 玩家 获胜 的 概率 与 前 面 介绍 的 庄家 独 利 的 比率 是 有 区 别 的 。 
庄家 备 利 是 一 个 必然 事件 ， 只 是 盘 利 比率 多 少 而 已 〈 即 庄家 是 不 会 输 的 )。 而 玩家 参与 这 
个 游戏 是 有 输 有 赢 的 ， 获 胜 的 概率 表示 玩家 只 有 41.55% 的 机 率 获 胜 ， 而 (1-41.55%=) 
58.45% 的 机 率 会 输 。 也 就 是 说 ， 实 际 上 玩家 赢 的 机 率 小 于 输 的 机 率 。 

由 此 可 见 ， 在 “ 碰 运 气 ” 这 个 游戏 中 ， 庄 家 是 稳 赚 不 赔 ， 而 玩家 则 有 赢 也 有 输 ， 且 
玩家 输 的 机 会 更 大 ， 赢 的 机 会 更 小 。 


6.4 你 能 中 奖 吗 


彩票 市 场 产生 于 16 世纪 的 意大利 ， 发 展 到 今天 ， 世 界 上 已 经 有 上 百 个 国家 和 地 区 
发 行 彩票 ， 彩 票 业 已 成 为 世界 第 六 大 产业 。 


6.4.1 想 中 大 奖 吗 


2011 年 ， 我国 彩票 销售 规模 首次 突破 了 2000 亿 元 ， 达 到 2215 亿 元 ， 彩 票 公 益 金 筹 
集 量 达 634 亿 元 。 

发 行 彩票 集资 可 以 说 是 现代 彩票 的 共同 目的 。 各 国 、 各 地 区 的 集资 目的 多 种 多 样 ， 
社会 福利 、 公 共 卫 生 、 教 育 、 体 育 、 文 化 是 主要 目标 。 以 合法 形式 、 公 平原 则 ， 重 新 分 
配 社会 的 闲散 资金 ， 协 调 社会 的 矛盾 和 关系 ， 使 彩票 具有 了 一 种 特殊 的 地 位 和 价值 。 
虽说 彩票 是 以 重新 分 配 社会 闲散 资金 为 目的 ， 不 过 ， 对 于 购买 彩票 者 来 说 ， 总 是 冲 
着 奖金 去 的 ， 都 想 中 奖 ， 想 中 大 奖 。 根 据 我 国 相关 法 律 法 规 ， 单 独 彩票 最 高 奖金 为 500 
万 元 (福利 彩票 “双色 球 ” 奖 金 最 高 可 达 1000 万 元 )。 也 就 是 说 ， 中 了 大 奖 就 有 可 能 获 
得 高 达 1000 万 元 的 奖金 ， 就 可 改善 自己 及 家 人 的 生活 。 

对 于 大 多 数 彩 民 来 说 ， 都 认为 购买 的 彩票 是 否 中 奖 属于 自己 的 运气 问题 。 但 实际 上 


.171 


程序 员 的 数学 思维 修炼 〈 趣 味 解读 ) 


这 是 概率 问题 。 下 面 ， 我 们 就 来 计算 一 下 彩票 中 奖 的 概率 。 

要 计算 中 奖 概率 ， 首 先 要 计算 出 由 符合 要 求 的 彩票 号 码 组 成 的 彩票 数量 ， 即 将 每 一 
注 彩票 号 码 看 作为 一 个 基本 事件 ， 这 样 ， 就 知道 了 所 有 基本 事件 。 接 着 ， 计 算 根据 彩票 
中 奖 规则 能 中 奖 的 彩票 号 码 数量 。 然 后 ， 通 过 以 下 公式 就 可 计算 出 中 奖 概率 : 


全 部 彩票 号 码 数 量 

现在 ， 我 国 发 行 彩票 的 机 构 主要 有 民政 局 的 福彩 中 心 和 国家 体育 总 局 的 体彩 中 心 。 
这 两 家 机 构 发 行 的 彩票 种 类 又 有 很 多 种 ， 下 面 我 们 以 福彩 中 心 发 行 的 “双色 球 ” 为 例 ， 
来 计算 这 种 彩票 的 中 奖 概率 。 

要 计算 彩票 中 奖 的 概率 ， 首 先 必须 了 解 该 彩票 的 基本 规则 和 中 奖 规则 。 

福利 彩票 “双色 球 ” 的 基本 规则 是 : 有 两 种 颜色 的 彩 球 ， 分 别 为 红色 和 蓝 色 球 ， 因 
此 称 为 “双色 球 ”。 红 球 的 号 码 从 1 一 33， 蓝 球 的 号 码 从 1 一 16。 其 中 ， 每 一 注 彩 票 号 码 
由 7 个 彩 球 的 号 码 组 成 : 从 红 球 号 码 中 选择 6 个 号 码 ， 从 蓝 球 号 码 中 选择 一 个 号 码 。 

福利 彩票 “双色 球 ” 的 中 奖 规则 : 分 1 一 6 共 6 个 等 级 的 奖项 。 
口 一 等 奖 : 一 注 彩票 的 7 个 号 码 全 部 相符 (6 个 红色 球 号 码 和 一 个 蓝 色 球 号 码 )( 红 
色 球 号 码 顺序 不 限 ， 下 同 ) ， 中 奖 者 获取 的 奖金 数据 是 浮动 的 ， 最 高 为 1000 
万 元 。 
二 等 奖 : 6 个 红色 球 号 码 相 符 ， 中 奖 者 获取 的 奖金 数据 是 浮动 的 。 
三 等 奖 : 5 个 红色 球 号 码 和 一 个 蓝 色 球 号 码 相符 ， 奖 金 3000 元 。 
四 等 奖 : 5 个 红色 球 号 码 或 4 个 红色 球 号 码 和 一 个 蓝 色 球 号 码 相 符 ， 奖 金 
200 元 。 
口 五 等 奖 : 4 个 红色 球 号 码 或 3 个 红色 球 号 码 和 一 个 蓝 色 球 号 码 相 符 , 奖金 10 元 。 
口 六 等 奖 : 一 个 蓝 色 球 号码 相 符 ( 有 无 红色 球 号 码 相符 均 可 ) ， 奖 金 5 元 。 


6.4.2 ”计算 中 奖 概率 


对 福利 彩票 “双色 球 ” 的 相关 规则 了 解 后 , 接 下 来 就 可 计算 出 各 奖项 的 中 奖 概率 了 。 
1. 一 等 奖 中 奖 概率 


根据 规则 可 知道 ， 一 等 奖 必须 是 6 个 红 球 号 码 和 一 个 蓝 球 号 码 都 与 开奖 号 码 相 符 ， 
才 算 中 了 一 等 奖 。 也 就 是 说 ，7 个 号 码 要 全 部 相符 才能 中 奖 ， 即 所 有 彩票 中 只 能 有 一 注 
号 码 能 中 一 等 奖 。 

要 计算 一 等 奖 的 中 奖 概率 ， 则 需要 将 全 部 彩票 号 码 列举 出 来 ， 计 算出 共有 多 少 注 不 
同 号 码 的 彩票 ， 即 计算 出 彩票 的 基本 事件 。 

根据 福利 彩票 “双色 球 ” 的 规则 ， 可 用 第 4 章 介绍 的 组 合 方法 计算 不 同 彩票 号 码 的 
数量 。 首 先 ， 计 算出 6 个 红 球 可 能 的 事件 数量 〈 从 1 一 33 个 红 球 中 选 出 6 个 红 球 ): 


X 100 多 


口 口 口 
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b 
二 P;; 
33 Py 


33 X 32 xX HX I0X 27 X28 
bX 

1914487b0 

720 


=I1015b8 


也 就 是 说 ，6 个 红 球 可 能 会 有 1107568 种 不 同 的 组 合 。 
注意 ， 还 有 一 个 蓝 球 ， 并 且 这 个 蓝 球 有 1 一 16 种 号 码 可 选择 ， 因 此 还 需要 将 6 个 红 
球 的 不 同 组 合 乘 以 16， 


I1015b8 X lb=117121088 
也 就 是 说 ,“ 双 色 球 ”全 部 号 码 共有 17721088 种 不 同 的 组 合 ， 在 这 些 组 合 中 ， 只 有 
一 注 能 中 一 等 奖 。 所 以 ， 一 等 奖 中 奖 概率 为 : 


四 1 
PC” 一 等 才 ”)= 一 一 一 

等 天 mss * 100 多 
=0.000005b43% 


可 以 看 出 ， 要 中 一 等 奖 的 概率 是 多 么 低 一 一 近 两 千 万 分 之 一 。 按 照 概率 ， 如 果 一 直 
买 一 注 相 同 的 彩票 ， 按 每 周 开奖 3 次 ， 一 年 52 周 ， 则 中 一 等 奖 的 时 间 最 长 可 能 需要 : 


[Al en Rd 

即 按照 概率 分 析 的 话 ， 如 果 一 直 购 买 一 注 相 同 的 彩票 ， 那 么 最 长 需要 10 万 余年 才 
能 中 到 一 等 奖 。 

2. 二 等 奖 中 奖 概率 

计算 出 了 一 等 奖 中 奖 概率 ， 二 等 奖 的 概率 就 很 好 计算 了 。 根 据 规则 ， 二 等 奖 中 需要 
6 个 蓝 色 球 号 码 相 符 ， 而 不 管 蓝 色 球 的 号 码 为 多 少 。 也 就 是 说 ， 在 开 出 的 号 码 中 ， 买 的 
16 个 蓝 色 球 不 管 是 什么 号 码 都 能 中 二 等 奖 ( 应 排除 中 一 等 奖 的 那 一 注 )， 即 在 17721088 
注 彩票 号 码 中 有 15 注 二 等 奖 。 因 此 ， 二 等 奖 中 奖 概率 的 计算 公式 如 下 : 


和 
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5 
rr“ 二 等 沪 ")= 一 一 x 100% 


33 1b 
;5 
= 一 一 一 一 X 100 多 
11721088 
=0.00008484 
也 就 是 说 ， 二 等 奖 中 奖 概率 约 为 百 万 分 之 一 。 
3. 三 等 奖 中 奖 概率 


同样 地 ， 要 计算 三 等 奖 的 中 奖 概率 ， 需 要 先 计算 出 在 全 部 彩票 号 码 中 包含 三 等 奖 的 
注 数 。 可 是 ， 这 个 数量 的 计算 比较 复杂 。 按 规则 ， 三 等 奖 是 中 了 5 个 红色 球 号 码 和 1 个 
蓝 色 球 号 码 。 例 如 ， 某 一 期 “双色 球 ” 开 奖 号 码 如 下 (前 6 个 数 是 红色 球 的 号 码 ， 最 后 
1 个 数 是 蓝 色 球 号 码 ): 

0l] 04 13 20 27 28 03 

对 于 这 个 已 开 出 的 号 码 ， 如 果 7 个 号 码 全 中 ， 则 为 一 等 奖 。 而 5 个 红色 球 号 码 相同 ， 

就 中 三 等 奖 ， 例如， 以 下 号 码 都 是 三 等 奖 


(0 ) 04 13 20 27 28 03 
0 I? 20 27 28 03 
0l 04 (05) 20 27 28 03 
Ol 04 C13 (9) 21 28 03 
0l 04 13 20 Cn) 28 03 
of 0 1 2 21 (2) 03 


可 以 看 出 ， 在 以 上 号 码 列表 中 国 出 的 红 球 号 码 与 开奖 的 号 码 不 相符 ， 但 其 他 5 个 红 
球 号 码 与 开奖 号 码 相 同 。 

根据 以 上 分 析 可 看 出 ,从 6 个 红 球 号 码 中 选择 5 个 号 码 就 可 组 成 一 个 三 等 奖 号 码 (不 
管 蓝 球 号 码 )， 从 n 个 数 中 挑选 m 个 数 ， 就 是 一 个 组 合 Cs 。 

另外 还 要 注意 的 是 ， 在 上 面 的 中 了 三 等 奖 的 号 码 列表 中 ， 圈 中 的 数字 可 以 是 已 开 出 
的 6 个 红 球 之 外 的 任意 一 个 号 码 ， 也 就 是 说 可 从 (33-6=27) 个 红 球 号 码 中 任 选 1 个 ， 
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也 是 一 个 组 合 C3 。 
即 在 开 出 的 中 奖 号 码 中 ， 能 中 三 等 奖 的 号 码 数量 共有 : 
5,1 
Ci Cs = b x 21=1b2 
也 就 是 说 , 在 “双色 球 ” 中 共有 162 个 号 码 可 中 三 等 奖 。 那么 , 三 等 奖 的 中 奖 概率 为 : 


1b2 
二 
P(” 三 亏 )= X 100 多 
村 17721088 


=0.0009142 多 
即 三 等 奖 的 中 奖 概率 约 为 十 万 分 之 一 左右 。 


4. 四 等 奖 中 奖 概率 


接 下 来 计算 四 等 奖 的 中 奖 概率 。 根 据 规则 ， 四 等 奖 有 两 种 情况 : 
口 5 个 红色 球 号 码 与 开奖 号 码 相 符 。 
口 4 个 红色 球 号 码 和 一 个 蓝 色 球 号 码 与 开奖 号 码 相符 。 
那么 ， 计 算 四 等 奖 的 概率 需要 分 两 种 情况 来 计算 。 
首先 来 看 第 一 种 情况 ，5 个 红色 球 号 码 与 开奖 号 码 相符 的 情况 共有 多 少 注 。 根 据 前 
面 计算 三 等 奖 和 二 等 奖 的 分 析 ， 可 得 : 


Cs C2 (CLD) = b x 27 x 15=2430 
再 次 说 明 ，( Cis -1) 是 因为 如 果 蓝 色 球 也 相符 的 话 ， 就 是 三 等 奖 了 ， 这 里 的 减 1 就 
是 将 三 等 奖 的 情况 减 去 。 
接 下 来 计算 第 二 种 情况 ， 就 是 4 个 红色 球 号 码 和 1 个 蓝 色 球 号 码 与 开奖 号 码 相符 的 
情况 。 满 足 这 种 情况 的 彩票 号 码 的 注 数 为 ， 
142 bx5x4x3x2 27x 
Gln 4x3x2xl  * 2x] 
=52b5 
综合 以 上 两 种 情况 ， 则 全 部 双色 球 号 码 中 包含 四 等 奖 号 码 的 数量 为 : 
2430 + 52b5 = 7495 
那么 ， 四 等 奖 的 中 奖 概率 为 ， 


7495 
Pf” 四 等 泡 “")= X 100 多 
等 交 17721088 

=0.04342 多 


全 


程序 员 的 数学 思维 修炼 〈 趣 味 解 读 ) 


即 四 等 奖 的 中 奖 概率 约 为 万 分 之 四 左右 。 
5. 五 等 奖 中 奖 概率 


接 下 来 计算 五 等 奖 的 中 奖 概率 。 根 据 规则 ， 五 等 奖 有 两 种 情况 : 
口 4 个 红色 球 号 码 与 开奖 号 码 相符 。 
口 3 个 红色 球 号 码 和 一 个 蓝 色 球 号 码 与 开奖 号 码 相符 。 
那么 ， 计 算 五 等 奖 的 概率 也 需要 分 两 种 情况 来 计算 。 
首先 来 看 第 一 种 情况 ，4 个 红色 球 号 码 与 开奖 号 码 相符 的 情况 共有 多 少 注 。 根 据 前 
面 计算 四 等 奖 的 分 析 ， 可 得 : 


CC (Ch) = 52b5 x 15=78975 
再 次 说 明 ，( Cis -1) 是 因为 如 果 蓝 色 球 也 相符 的 话 ， 就 是 四 等 奖 了 。 
接 下 来 计算 第 2 种 情况 ， 就 是 三 个 红色 球 号 码 和 一 个 蓝 色 球 号 码 与 开奖 号 码 相符 的 
情况 。 满 足 这 种 情况 的 彩票 号 码 的 注 数 为 
bxX5X4 27 Xx 2b x 25 


3 3 
GC 3x27x1 * 3x2ix1 


=58500 
综合 以 上 两 种 情况 ， 则 全 部 双色 球 号 码 中 包含 五 等 奖 号 码 的 数量 为 : 
178715 + 58500 = 137475 
那么 ， 五 等 奖 的 中 奖 概率 为 : 
137475 


PC(“ 竺 北 ”)= 一 一 X 
五 等 类 rT 


=0.1758 多 
即 五 等 奖 的 中 奖 概率 约 为 千 分 之 八 左右 。 
6. 六 等 奖 中 奖 概率 


最 后 计算 六 等 奖 的 中 奖 概率 。 根 据 规则 ， 一 个 蓝 色 球 号 码 与 开奖 号 码 相符 即 为 六 等 
奖 ， 也 就 是 说 ， 只 要 中 了 蓝 色 球 号 码 ， 不 管 红 球 号 码 为 多 少 ， 都 为 六 等 奖 。 当 然 ， 需 要 
减 去 一 、 二 、 三 、 四 、 五 等 奖 中 已 包含 的 蓝 色 球 中 奖 号 码 的 数量 ， 则 在 全 部 双色 球 号 码 
中 六 等 奖 号 码 的 数量 为 : 
C$ -1-1b2-5245-58500 


1107528 一 1 一 162 一 5265 一 58500 


1043b40 


- 7s 
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则 六 等 奖 的 中 奖 概率 为 : 
1043b40 
PF” 之 等 光 "”) X 100%% 
等 关 17721088 
=5.8893 光 


即 六 等 奖 的 中 奖 概率 约 为 百 分 之 六 左右 。 也 就 是 说 买 100 次 ， 有 6 次 左右 的 机 会 
六 等 奖 。 
7. 全 中 奖 概率 


将 各 奖项 的 中 奖 号 码 数量 计算 出 来 之 后 ， 就 可 计算 出 整个 “双色 球 ” 的 中 奖 概率 。 
首先 ， 将 各 奖项 中 奖 的 数量 计算 出 来 : 


1+15+1b2+1b75+137475+1043b40 


= 1188788 
也 就 是 说 ,在 1770 多 万 注 不 同 号 码 中 ， 有 110 多 万 注 号 码 可 中 奖 。 因 此 ， 中 奖 号 码 
的 概率 为 : 
> 1188788 
P( ”全 言 ) 北 项 ”)-= 一 一 x 100%» 
于 如 区 和 17721088 
=b.1095% 
即 购买 “双色 球 ” 彩 票 的 中 奖 概率 小 于 7%。 


6.$ 渔 塘 中 有 多 少 条 鱼 


除了 前 面 介绍 的 彩票 业 之 外 ， 概 率 在 日 常生 活 中 的 应 用 也 十 分 广泛 。 在 本 章 最 后 一 
节 中 ， 我 们 再 来 看 一 些 常用 的 应 用 案例 。 


6.5.1 该 怎么 估算 渔 塘 中 的 鱼 


老 李 在 农贸 市 场 开 了 一 个 鲜 鱼 销售 店 ， 经 常 要 到 乡村 去 整 塘 购买 渔民 养 的 鱼 ， 并 每 
天 从 池塘 中 打 鱼 到 门店 中 进行 销售 。 
在 购买 整 塘 的 鱼 时 ， 需 要 根据 鱼 的 重量 与 渔民 签订 合同 ， 计 算 合同 金额 。 可 是 ， 该 
怎么 估算 鱼 塘 中 鱼 的 重量 呢 ? 
在 估算 时 ， 应 使 鱼 的 损失 尽量 小 ， 并 能 尽量 准确 地 估算 出 鱼 的 重量 ， 并 且 这 种 方法 
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通常 能 想到 的 办 法 有 以 下 几 种 。 

第 一 种 方法 : 首先 想到 的 方法 就 是 称 重 。 将 池塘 中 的 鱼 全 部 打捞 上 来 ， 再 称 重 ， 这 
样 可 以 得 到 比较 精确 的 重量 。 可 是 ， 将 鱼 全 部 打捞 上 来 称 重 后 再 放 回 池塘 ， 会 造成 很 大 
一 部 分 鱼 会 死 掉 。 

第 二 种 方法 : 可 考虑 一 种 将 问题 规模 缩小 的 方法 。 即将 鱼 塘 划分 成 相等 的 多 个 区 域 ， 
然后 将 一 个 区 域 中 的 鱼 打 捞 上 来 ， 进 行 称 重 。 再 将 该 区 域 中 鱼 的 重量 乘 以 划分 的 区 域 数 
量 ， 即 可 得 到 总 的 重量 。 

可 是 这 种 方法 的 缺点 也 是 很 明显 的 。 划分 的 区 域 通常 不 能 达到 均匀 相等 ; 另 一 方面 ， 
对 划分 的 区 域 进行 打捞 时 ， 由 于 鱼 会 四 处 游 动 ， 并 不 能 保证 可 以 将 所 划分 区 域 中 的 鱼 全 
部 打捞 上 来 。 

由 于 这 些 缺 点 ， 导 臻 最 终 计算 出 来 的 结果 误差 很 大 ， 从 而 使 买卖 双方 不 容易 认可 、 


接受 。 
第 三 种 方法 : 使 用 概率 来 估算 。 本 节 我 们 将 详细 介绍 这 种 方法 。 


6.5.2 ”用 概率 来 估算 


用 概率 来 估算 鱼 塘 中 鱼 的 重量 ， 可 以 达到 比较 准确 并 能 被 买卖 双方 接受 的 结果 。 下 
面 介 绍 具体 的 实现 方法 ， 可 按 以 下 步骤 进行 操作 。 
(1) 从 鱼 塘 中 捞 出 100 条 鱼 进行 称 重 。 
(2) 将 这 100 条 鱼 做 上 标记 ， 然 后 放 入 池塘 中 。 
(3) 等 一 段 时 间 后 ， 在 池塘 的 不 同位 置 随机 撒 网 打捞 ， 将 一 网 打捞 上 来 的 鱼 进行 称 
并 记录 第 (2) 步 中 做 好 标记 的 鱼 的 数量 ， 以 及 未 做 标记 的 鱼 的 数量 。 
(4) 多 次 重复 第 (3) 步 。 
(5) 将 记录 的 数据 进行 计算 ， 计 算出 做 了 标记 的 100 条 鱼 被 打捞 上 来 的 概率 。 
(6) 根据 得 到 的 概率 即 可 估算 出 整个 池塘 中 鱼 的 数量 和 重量 。 
下 面 以 一 个 实际 操作 来 看 看 这 种 通过 概率 估算 池塘 中 的 鱼 重量 的 方法 。 
(1) 首先 从 池塘 中 打捞 出 100 条 鱼 ， 称 出 这 100 条 鱼 的 重量 为 216 公斤 。 
(2) 在 这 100 条 鱼 的 色 尾 涂 上 红色 油漆 ， 然 后 将 这 些 鱼 放 入 池塘 中 。 
(3) 一 小 时 之 后 ， 在 池塘 的 不 同 地 方 多 次 撤 网 打 鱼 ， 并 记录 每 次 打捞 上 来 的 鱼 的 数 
量 ， 包 括 有 标记 和 无 标记 的 鱼 的 数量 。10 次 打捞 后 的 结果 如 表 6-3 所 示 。 


凤 


有 了 以 上 表格 中 的 数据 ， 接 下 来 就 可 以 进行 估算 了 。 首 先 估算 鱼 塘 中 鱼 的 数量 ， 将 
10 次 打捞 的 鱼 中 有 标记 的 鱼 的 数量 相 加 ， 得 到 : 


< 了 
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2 22 
而 这 10 次 打捞 中 ， 总 的 鱼 的 数量 为 : 
22 +25+23+18+22+25+18+I0+15+14+13=205 


有 和 标记 无 标记 
根据 有 标记 的 鱼 数 量 与 打捞 上 来 总 的 鱼 数 量 之 比 可 计算 出 一 个 概率 : 
2 
05 =0.1073 


表示 每 10 条 鱼 中 约 有 1 条 鱼 是 做 了 标记 的 。 
得 到 有 标记 鱼 的 概率 后 ， 可 方便 地 估算 出 池塘 中 总 的 鱼 的 数量 : 
100 
0.1073 
计算 出 鱼 的 总 数量 之 后 ， 接 下 来 再 来 估算 鱼 的 重量 。100 条 做 了 标记 的 鱼 的 重量 为 
216 公斤 ， 则 每 条 鱼 的 平均 重量 为 2.16 公斤 。 所 以 ， 池 塘 中 鱼 的 重量 估算 为 : 
932 X 2.1 = 2013 
即 池塘 中 鱼 的 重量 约 为 2013 公斤 。 


3932 


6.5.3 ”用 概率 方法 求 x 值 


圆周 率 ， 一 般 以 天 来 表示 ， 是 一 个 在 数学 及 物理 学 中 普遍 使 用 的 数学 常数 。 圆 周 率 
代表 圆周 长 和 直径 的 比值 , 约 等 于 3.141592654。 圆周 率 是 一 个 无 理 数 ， 即 是 一 个 无 限 不 
循环 小 数 。 从 有 文字 记载 的 历史 开始 ， 这 个 数 就 引起 了 人 们 的 兴趣 。 圆 周 率 最 早 是 出 于 
解决 有 关 圆 的 计算 问题 。 因 此 ， 求 出 其 尽量 准确 的 近似 值 ， 就 是 一 个 极其 迫切 的 问题 。 
几 千 年 来 作为 数学 家 们 的 奋斗 目标 ， 古 今 中 外 一 代 又 一 代 的 数学 家 为 此 献 出 了 自己 的 智 
慧 和 劳动 。 直 到 19 世纪 初 ， 求 圆周 率 的 值 仍然 是 数学 中 的 头号 难题 。 

我 们 知道 ， 现 在 计算 圆周 率 的 方法 有 很 多 种 ， 常 见 的 如 概率 法 、 割 圆 法 、 公 式 法 等 。 
这 里 ， 我 们 介绍 用 概率 法 求 圆周 率 的 值 。 

概率 法 计算 值 是 以 概率 和 统计 理论 方法 为 基础 的 一 种 计算 方法 。 将 所 求解 的 问题 
同一 定 的 概率 模型 相 联 系 ， 用 计算 机 实现 统计 模拟 或 抽样 ， 以 获得 问题 的 近似 解 。 

假设 有 一 个 半径 为 1 的 圆 ， 如 图 6-14 所 示 。 我 们 知道 圆 的 面积 为 zz， 现在 半径 


为 1， 则 圆 的 面积 为 <。 那么 图 中 阴影 部 分 (四 分 之 一 圆 ) 的 面积 就 等 于 并。 通过 概率 


法 计算 出 阴影 部 分 的 面积 , 也 就 得 到 了 二 , 将 阴影 部 分 面积 乘 以 4 即 可 得 到 近似 的 x 值 。 


使 用 概率 法 计算 圆周 率 的 具体 过 程 如 下 。 
在 图 6-14 所 示 图 形 中 ， 右 上 角 的 正方 形 面 积 为 1〈 因 为 圆 的 半径 为 1 ) ， 阴 影 部 分 


面积 为 二 “利用 随机 函数 产生 横 坐 标的 值 x 和 纵 坐 标的 值 YX( 这 两 个 值 都 应 在 0 一 1 之 间 )》， 
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接着 判断 由 这 两 个 随机 数 构成 的 点 是 否 位 于 四 分 之 一 圆 的 区 域内 (阴影 部 分 ) ， 若 该 点 
位 于 阴影 区 域内 则 进行 累加 计数 。 


图 6-14 


这 样 不 断 产 生 新 的 点 ， 由 于 随机 函数 生成 的 点 坐标 有 一 定 的 均匀 性 ， 当 生成 的 点 足 
够 多 时 ， 就 可 得 到 阴影 内 和 阴影 外 点 的 近似 均匀 分 布 。 

最 后 用 统计 的 在 阴影 内 的 点 的 数量 除 以 总 的 点 数 ， 即 可 得 到 近似 的 阴影 面积 ， 也 就 
得 到 了 一 个 的 四 分 之 一 近似 值 。 

要 判断 产生 的 点 是 否 位 于 阴影 区 域 ， 可 使 用 x*x+y*y<=1 进行 判断 。 

按 以 上 思路 编写 代码 用 来 计算 的 近似 值 ， 具 体 代 码 如 下 : 

#include <stdio.h> 


#include <stdlib.h> 
#include <time.h> 


int main() 


{ 
int i,n,sum=0; 
double x,y; 
printf ("输入 点 的 数量 :"); 
scanf ("%d", gn); // 输 入 产生 随机 点 的 数量 
srand (time (NULL)); // 初 始 化 随机 数 生成 器 
for (i=1;i<n;i++) 
{ 
x= (double) rand () /RAND MAX; // 产 生 0~1 之 间 的 一 个 随机 数 
y= (double) rand () /RAND MAX; // 产 生 0~1 之 间 的 一 个 随机 数 
人 < // 若 在 阴影 区 域 
sumt+; // 计 数 
册 
printf ("PI=%f\n", (double) 4xsum/n) ; // 输 出 结果 
getch(); 
return 0; 
} 


编译 执行 以 上 程序 ,分别 输入 10000 和 100000， 可 得 到 两 个 不 同 的 结果 ， 如 图 6-15 
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PI=3.159899 PI=3.141 


图 6-15 


从 图 6-15 中 的 结果 可 以 看 出 , 通过 概率 法 计算 的 x 值 具有 很 大 的 随机 性 , 在 不 同 的 
运行 时 间 , 即使 输入 同样 的 点 数 , 得 到 的 结果 也 是 不 相同 的 , 但 其 值 会 一 直 在 3.14 附近 。 
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在 现实 生活 中 ， 经 常 听 到 “翻番 ”这 个 词语 。 那 么 ， 什 么 是 翻番 呢 ? 我 们 这 一 章 来 
研究 这 个 数学 问题 ， 同 时 研究 一 下 投资 理财 中 常见 的 投资 回报 问题 ， 包 括 单 利和 复 利 的 相 
关内 容 。 


7.1 翻番 的 概念 


我 们 经 常 看 到 报道 一 个 数据 增加 的 概念 翻番。 例如， 在 十 八大 中 提出 实现 国内 生 
产 总 值 和 城乡 居民 人 均 收 入 比 2010 年 翻 一 番 。 这 里 的 翻 一 番 是 什么 意思 ? 翻 一 番 是 多 


首先 来 看 一 下 翻番 的 概念 ， 什 么 是 翻番 ? 另外 还 有 一 个 翻 倍 的 概念 ， 这 两 者 相同 


7.1.1 什么 是 翻番 


从 概念 上 来 说 ， 翻 番 就 是 数量 加 倍 的 意思 ， 就 是 在 原来 的 基础 上 加 一 倍 ， 如 果 原 来 
的 基数 是 100， 翻 一 番 之 后 就 变 成 了 200。 

那么 ， 翻 2 番 后 是 多 少 呢 ? 翻 一 番 很 好 理解 ， 但 翻 2 番 就 容易 弄 错 了 ， 通 常 我 们 会 
想 成 以 下 形式 : 


彰 ! 蛋 : 100 x (+D=200 
赤 ! 包 ( 锚 误 : ) 


荐 2 务 : 100 x (1+2)=300 
以 上 计算 方式 是 错误 的 ! 
翻 1 番 是 在 基数 的 基础 上 进行 一 次 翻番 ， 翻 2 番 则 是 需要 进行 2 次 翻番 操作 ， 即 
进行 如 下 所 示 翻 番 操 作 : 


未 习 1 于 未 拉 1 隆 

100 _ 制备 . EL 
X 2 X 2 

也 就 是 说 ， 基 数 为 100， 翻 2 番 的 结果 如 下 : 
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pi 
100 _ 制 ? 备 . 400 
x2x2 
翻番 的 结果 可 按 以 下 方式 计算 : 


100 冲 " 蔬 > O00 2° 
XXX “™ XZ 
也 就 是 说 ， 翻 n 番 就 是 用 基数 乘 以 2 的 n 次 方 的 结果 。 
例如 ， 某 企业 现在 年 产值 是 1000 万 ， 要 在 10 年 内 实现 翻 2 番 的 目标 。 那 么 ， 该 企 
业 在 10 年 后 的 产值 应 为 : 


1000 X 22=4000 
即 10 年 后 翻 2 番 的 产值 为 4000 万 元 。 


7.1.2 ” 翻 倍 的 概念 


除了 翻番 这 个 概念 外 ， 我 们 还 经 常 听 到 “ 翻 倍 ” 这 个 概念 ， 这 两 者 是 相同 的 吗 ? 

翻 倍 也 是 数据 在 基数 的 基础 上 增加 的 一 种 计量 单位 。 翻 1 倍 就 是 在 基数 的 基础 上 增 
加 1 倍 ， 翻 2 倍 就 是 在 基数 的 基础 上 增加 2 售 ， 翻 n 倍 就 是 在 基数 的 基础 上 增加 倍 。 

在 大 多 数 时 候 ， 我 们 都 会 将 翻番 和 翻 倍 混同 。 例 如 ， 翻 1 倍 和 翻 1 番 的 计算 结果 就 
是 相同 的 : 


100 所 /多 . 200 
X 2 


兴 和 j| 信 
m 一 风 ! 人 ,,,， 
x (If 有 
虽然 计算 结果 相同 ， 但 是 ， 注 意 其 计算 公式 是 不 同 的， 也 具有 不 同 的 含义 。 例 如 ， 
翻 2 盔 和 翻 2 倍 的 计算 公式 如 下 ; 
翻 2 攻 : 100 x 22=400 
沥 2 倍 : 100 x (+2)=300 
这 就 可 以 看 出 二 者 的 区 别 了 吧 。 如 果 基 数 是 100， 翻 3 番 的 结果 就 是 800， 而 翻 3 
信 的 结果 则 为 400。 


也 就 是 说 ， 翻 1 倍 就 是 增加 100%; 翻 1 番 ， 也 是 增加 100%。 除 了 1 倍 与 1 番 相 当 
外 ，2 倍 与 2 番 以 上 的 数字 含义 就 不 同 了 ， 而 且 数 字 越 大 ， 差 距 越 大 。 如 增加 2 倍 ， 是 
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指数 据 增加 200%; 翻 2 番 ， 则 是 400% (1 番 是 2，2 番 是 4，3 番 是 8)， 所 以 说 翻 2 番 
就 是 增加 了 300%， 翻 3 番 就 是 增加 了 700%。“ 番 ”是 按 几 何 级 数 计算 的 ， 而 “ 倍 ” 则 
是 按 算术 级 数 计算 的 。 


7.1.3 ”计算 倍数 和 番 数 


那么 ， 如 果 知 道 目标 数据 和 基数 ， 怎 么 计算 出 增加 的 倍数 和 番 数 呢 ? 
计算 倍数 的 公式 很 简单 ， 用 目标 数 除 以 基数 即 可 得 到 倍数 ， 再 减 1 即 可 得 到 增加 的 


倍数 ， 具 体 公式 如 下 : 
中 标 数 ， 


地 加 信教 :- 系数 


例如 , 2012 年 全 国 GDP 为 519322 亿 元 , 改革 开放 之 初 的 1978 年 全 国 GDP 为 3645 
亿 元 ， 计 算 2012 年 相 比 1978 年 全 国 GDP 增加 的 倍数 为 : 


519322 
3b45 
而 要 计算 翻 了 多 少 番 的 公式 就 比较 复杂 了 ， 这 时 可 以 借助 对 数 函 数 进行 计算 ， 具体 
公式 如 下 : 


-| 过 1415 ( 售 ) 


种 数 -tat 日 标 数 + 基教 + 
例如 ， 要 计算 2012 年 相 比 1978 年 全 国 GDP 翻 了 儿 番 ， 可 用 如 下 算式 计算 : 
= [lg(519322 二 3645)] = lg2 


2.15374 = 0.30103 


1.54b 
也 就 是 说 ，2012 年 全 国 GDP 在 1978 年 全 国 GDP 基础 上 翻 了 7 番 多 。 


7.2 复 利 的 威力 


曾经 有 人 这 样 问 过 爱 因 斯 坦 :“ 世 界 上 什么 威力 最 大 ? ” 爱 因 斯 坦 不 假 思索 地 答 道 : 
“ 复 利 ， 复 利 的 威力 比 原子 弹 还 可 怕 !”。 

那么 ， 什 么 是 复 利 ? 复 利 有 什么 奥秘 ? 

通过 复 利 ， 在 多 长 时 间 能 使 我 们 的 投资 翻番 ? 

下 面 我 们 就 来 探索 复 利 的 问题 ， 在 这 之 前 ， 先 了 解 一 下 投资 回报 的 概念 。 
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7.2.1 利润 投资 回报 

随 着 国家 GDP 不 断 翻番 增长 ， 大 家 的 收入 也 在 不 断 增长 。 为 了 使 自己 的 财富 保值 
增值 ， 投 资 理 财 也 成 为 了 大 家 很 关心 的 话题 。 对 于 投资 理财 ， 大 家 最 关心 的 就 是 投资 回 
报 率 。 

所 谓 投资 回报 率 ， 是 指正 常年 度 利润 或 年 均 利润 占 投资 总 额 的 百分比 。 其 计算 公式 
如 下 : 


投资 避 贪 

投资 回报 率 能 反映 投资 的 综合 盘 利 能 力 ， 且 由 于 吻 除 了 因 投 资 额 不 同 而 导致 的 利润 
差异 的 不 可 比 因素 , 因而 具有 横向 可 比 性 (如 投资 10 万 与 投资 100 万 年 利润 金额 是 不 可 
比 的 , 但 车 用 投资 回报 率 来 比较 , 就 具有 可 比 性 ), 有 利于 判断 不 同 投资 项 目 业绩 的 优 劣 ; 
此 外 ， 投 资 回报 率 可 以 作为 选择 投资 机 会 的 依据 ， 有 利于 优化 资源 配置 。 

投资 回报 率 这 个 概念 显得 很 高 深 ， 其 实 ， 简 单 地 说 ， 就 是 投入 的 钱 可 获取 的 收益 百 
分 比 。 例 如 ， 将 钱 存在 银行 后 可 获得 利息 收入 ， 就 是 一 种 投资 回报 。 而 利率 通常 是 按 百 
分 比 来 显示 的 ， 如 一 年 期 定期 存款 的 年 利率 是 3%， 表 示 将 100 元 钱 存 入 银行 一 年 ， 可 
获取 3 元 的 利息 。 

当然 ， 除 了 将 钱 存在 银行 获取 利息 收入 这 种 投资 方式 之 外 ， 现 在 我 们 还 可 以 有 多 种 
投资 理财 方式 。 例 如 ， 购 买 股票 、 基 金 、 债 券 、 国 券 等 ， 或 购买 房产 、 投 资 实业 公司 等 。 
对 于 这 些 投 资 项 目 ， 都 可 能 给 投资 者 带 来 收益 。 根 据 前 面 介绍 的 公式 ， 将 年 利润 除 以 投 
资 总 额 即 可 得 到 该 投资 项 目的 投资 回报 率 。 


7.2.2 ”认识 单 利 


通常 ， 理 财 项 目 都 会 公布 预期 收益 率 〈 也 就 是 投资 回报 率 )， 对 于 这 些 收 益 率 ， 投 
资 者 需要 注意 是 单 利 模式 还 是 复 利 模式 。 

所 谓 单 利 ， 是 指 仅 对 本 金 计 息 的 利息 计算 方式 。 

单 利 方式 计算 投资 的 利润 收入 的 公式 如 下 : 


利 : 国 = 投资 额 x 利率 x 投资 期 
通过 单 利 方式 投资 后 获取 的 利润 和 本 金 的 总 收入 可 用 以 下 公式 计算 : 
忌 收 入 = 投资 领 x0+ 利率 x 投资 其 ) 
了 解 这 些 计 算 公 式 后 ， 下 面 来 计算 一 个 投资 项 目的 收益 。 
老 张 准备 为 儿子 存储 50000 元 教育 基金 ，5 年 后 才 会 支取 使 用 。 为 了 保障 资金 的 安 
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全 ， 老 张 准备 将 这 笔 钱 在 银行 存 定 期 。 根 据 银 行 的 定期 存款 期 限 ， 可 以 选择 存 5 个 1 年 
期 ( 即 每 年 期 满 后 青 续 存 )， 也 可 以 选择 存 1 个 5 年 期 ， 还 可 选择 存 1 个 2 年 期 和 1 个 3 
FE 期 。 那 么 ， 在 这 些 存款 方式 中 ， 哪 种 方式 可 获取 更 高 的 收益 ?下 面 我 们 帮 老 张 计算 
一 下 。 

首先 ， 通 过 网 络 查询 得 到 如 表 7-1 所 示 的 2012 年 7 月 6 日 开始 执行 的 存款 利率 表 。 


表 7-1 存款 利率 表 


由 


项 目 年 利率 (%) 

.城乡 居民 及 单位 存款 
(1) 活期 
(2) 定期 0.35 
1. 整 存 整 取 
至 华 月 2.85 
半年 3.05 

-年 3.25 
二 年 3.75 

三 年 4.25 

续 表 
项 目 年 利率 〈%) 

五 年 4.75 
2. 零 存 整 取 、 整 存 零 取 、 存 本 取 息 

-年 2.85 

= 年 2.90 

五 年 3.00 
3. 定 活 两 便 按 一 年 以 内 定期 整 存 整 取 同 档次 利率 打 6 折 执行 
二 .协定 存款 es 

三 .通知 存款 

RR 0.80 
七 天 1.35 


从 表 7-1 中 可 看 到 ，1 年 期 整 存 整 取 的 年 利率 为 3.25%。 如 果 将 50000 元 存 5 次 1 
年 期 ， 则 总 收入 为 : 


50000 X (I+3.25% X 5) = 58125 
如 果 将 50000 元 存 1 次 2 年 期 、1 次 3 年 期 (2 年 期 整 存 整 取 的 年 利率 为 3.75%，3 
年 期 整 存 整 取 的 年 利率 为 4.25%)， 则 总 收入 为 : 


50000 X (I+3.15% X 2+4.25% X 3) = 20125 
如 果 将 50000 元 存 1 次 5 年 期 (5 年 期 整 存 整 取 的 年 利率 为 4.75%)， 则 总 收入 为 : 


50000 X (I+4.15% X 5) = b1875 
将 以 上 计算 结果 汇总 到 如 表 7-2 所 示 的 表格 中 ， 在 这 张 表 中 计算 出 了 每 一 年 的 利息 
收入 。 从 表 中 的 结果 可 看 出 , 一 次 性 存 5 年 整 存 整 取 的 收益 最 高 ， 本 利 合计 为 61875 元 ， 
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与 存 5 次 1 年 期 整 存 整 取 相 比 要 多 出 3750 元 。 


b1815 —58125=3150 
表 7-2 有 款 利率 汇总 表 
5 年 期 定 存 
利率 4.75% 
第 1 车 2375 
第 2 年 2375 
第 3 年 2375 
第 4 年 2375 
第 5 年 2375 
总 收入 61875 


可 以 看 出 ， 同 样 将 钱 存 到 银行 ， 选 择 不 同 的 存款 期 限 获取 利息 的 差距 还 是 很 大 的 ， 
5 个 1 年 期 存款 的 利息 收入 与 1 个 5 年 期 存款 的 利息 收入 相差 3750 元 ， 比 例 为 46.15%。 


0 
X I00% = 4b.15%% 
8125 


7.2.3 ”认识 复 利 


在 表 7-2 所 示 的 3 种 存款 方式 中 ， 可 以 明显 看 出 定 存 期 限 越 长 ， 银 行 支付 的 利率 越 
高 ， 最 后 获取 的 利息 也 就 越 多 。 

不 过 我 们 也 发 现 一 个 问题 ， 按 1 年 期 定 存 时 ， 既 然 每 年 都 要 重新 做 一 次 1 年 期 定 存 
操作 ， 为 什么 不 可 以 将 上 一 年 度 存款 获取 的 利息 也 一 起 存 呢 ?这 样 获得 的 利息 肯定 也 更 
多 。 


如 果 读者 已 经 意识 到 这 个 问题 了 ， 那 么 恭喜 你 找到 了 一 条 致富 的 途径 : 复 利 。 

什么 是 复 利 呢 ? 就 是 将 上 期 利息 加 入 本 金 ， 然 后 一 并 计算 利息 的 一 种 方法 。 例 如 ， 
在 按 1 年 期 定 存 时 ， 第 1 年 期 满 后 取得 利息 ， 第 2 年 定 存 时 将 本 金 和 利息 一 并 存 入 。 在 
第 2 年 期 满 后 获取 的 利息 又 与 本 金 一 起 定 存 1 年 ， 如 此 周而复始 , 就 是 复 利 ， 民 间 俗 称 “ 利 
滚 利 ”。 

下 面 ， 我 们 就 来 计算 1 年 期 定 存 50000 元 ， 并 按 复 利 形式 计 息 ，5 年 后 本 利 合计 共 
是 多 少 钱 。 具体 计 算 过 程 如 表 7-3 所 示 。 


表 7-3 1 年 期 定 存 ( 复 利 ) 
年 利率 : 3.25% 


本 金 利 息 本 利 合 计 
第 1 年 50000.00 1625.00 51625.00 
第 2 年 51625.00 1677.81 53302.81 


第 3 年 53302.81 1732.34 55035.15 
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年 利率 : 3.25% 


EE 未 利 合计 
征 4 征 S6873 80 
第 5 年 5867057 
从 表 7-3 中 可 看 出 ， 在 复 利 计算 时 ， 总 是 将 前 一 期 的 本 利 合计 作为 下 一 期 的 本 金 。 


例如 ， 第 1 期 期 满 后 的 本 利 合计 用 如 下 公 \ 式 计 算 : 
第 ! 期 本 利 合 计 = 本 全 x(U + 利率 ) 

第 2 期 的 本 利 合计 用 如 下 公式 计算 : 

第 7 期 本 利 合 计 = 第 /期 本 利 合 计 xU + 利率 ) 

而 将 “第 1 期 本 利 合计 ”的 公式 代入 上 式 的 公式 ， 可 得 : 

第 2 期 本 刊 合计 = 本 全 x(U+ 刊 率 )xd+ 刊 膏 ) 
= 本 全 x(U + 利率 7 
类 似 地 ， 第 3 期 的 本 利 合计 的 公式 如 下 : 
第 ?期 本 利 合 计 = 本 全 xd+ 利率 
第 n 期 本 利 合 计 的 公式 如 下 : 
第 :其 本 利 合 计 = 本 。 xl + 利率 ) 

在 表 7-2 中 列 出 的 是 单 利 方式 得 到 的 本 利 合计 ， 对比 表 7-2 和 表 7-3 可 看 出 ，1 年 期 
定 存 5 年 , 如 果 采 用 单 利 方式 ,本 息 合计 为 ee 元 , 而 采用 复 利 方式 , 本 息 合计 为 58670 
元 。 也 就 是 说 , 复 利 方式 比 单 利 方式 多 获得 利息 545 元 , 与 单 利 方式 相 比 , 可 多 获取 6.7% 
的 利息 收入 。 看 起 来 5 年 利息 收入 只 多 6.7%， 绝 对 值 也 只 有 545 元 ， 不 算 多 。 可 是 ， 如 
果 将 存 钱 的 时 间 拉 长 ， 就 可 看 出 复 利 的 威力 了 。 如 表 7-4 所 示 ， 是 按 1 年 期 存款 的 单 利 
和 复 利 的 对 比 〈 按 20 年 为 周期 对 比 )。 

表 7-4 1 年 期 定 存 
年 利率 : 3.25% 本 人 金 : 50000 
期 间 单 单 利 复 利 
1 51625.00 51625.00 67875.00 71082.17 
2 53250.00 53302.81 69500.00 73392.34 
3 54875.00 55035.15 71125.00 75777.59 
4 56500.00 56823.80 72750.00 78240.36 
5 58125.00 58670.57 74375.00 80783.17 
6 59750.00 60577.36 76000.00 83408.63 
7 61375.00 62546.13 77625.00 86119.41 
8 63000.00 64578.88 79250.00 88918.29 
9 64625.00 66677.69 80875.00 91808.13 
10 94791.90 
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从 表 7-4 中 可 看 出 ,经 过 20 年 ， 复 利 比 单 利多 获得 利息 12291.9 元 , 多 37.81%。 也 
就 是 说 ， 复 利 方式 比 单 利 方式 获得 的 利息 可 多 出 三 分 之 一 。 
94791.90 一 82500.00 = 12291.9 


?34791.7 一 82500 
= = tll X I00% = 371.81% 
32500 


82500-50000 

根据 表 7-4 中 的 数据 可 绘制 出 如 图 7-1 所 示 的 对 比 图 ， 从 图 7-1 中 可 看 出 ， 在 单 利 
方式 下 ， 利 息 收 入 与 时 间 之 间 的 关系 呈现 为 一 条 直线 ， 而 复 利 方式 下 ， 利 息 收 入 与 时 间 
之 间 的 关系 呈现 为 一 条 向 上 弯曲 的 曲线 。 

上 面 的 例子 中 都 是 以 定期 存款 为 例 进行 的 计算 。 由 于 银行 定期 存款 基本 上 无 风险 ， 
因此 其 收益 率 也 很 低 。 如 果 做 其 他 投资 产品 或 投资 实业 ， 将 获得 更 高 的 年 收益 率 。 假 设 
投资 某 一 项 基金 (或 信托 产品 )， 年 收益 率 为 10%。 那 么 ， 按 单 利 和 复 利 方式 计算 ， 经 
过 20 年 投资 可 获得 多 少 收益 ? 

具体 计算 过 程 如 表 7-5 所 示 。 


单 利 复 利 对 比 图 


收 复 利 


单 利 


时 间 
图 7-1 


表 7-5 增加 年 收益 后 单 利 与 复 利 的 对 比 


年 收益 : 10.00% 本 金 : 50000.00 


期 间 单 利 复 利 L 单 复 利 
1 5000.00 5000.00 55000.00 92655.84 
2 10000.00 10500.00 60000.00 106921.42 
3 15000.00 16550.00 65000.00 122613.56 
4 20000.00 23205.00 70000.00 139874.92 
5 25000.00 30525.50 5 75000.00 158862.41 
6 30000.00 38578.05 80000.00 179748.65 
加 35000.00 47435.86 202723.51 
40000.00 57179.44 18 90000.00 227995.87 
9 45000.00 6789738 19 95000.00 255795.45 
10 50000.00 79687.12 20 100000.00 286375.00 
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表 7-5 是 按 年 收益 率 10%， 以 50000 元 投资 20 年 时 , 单 利 方式 与 复 利 方式 的 收益 对 
比 。 从 表 7-5 中 可 看 出 ， 单 利 方式 的 收益 在 第 10 年 时 可 与 最 初 投入 的 本 金 相 等 《 即 投资 
翻 倍 了 )。 而 在 复 利 方式 下 ， 第 7 年 时 的 收益 就 接近 翻 一 倍 了 。 到 第 20 年 时 ， 单 利 方式 
的 收益 是 本 金 的 2 倍 ， 而 复 利 方式 的 收益 是 本 金 的 5-73 倍 。 

通过 以 上 的 分 析 可 知道 ， 复 利 的 要 素 有 3 方面: 

口 初始 本 金 : 初始 投入 的 本 金 越 大 ， 复 利 获 取 的 收益 越 多 。 
口 回报 率 : 回报 率 越 高 ， 复 利 获取 的 收益 越 多 。 
口 时 间 : 投资 的 时 间 越 长 ， 复 利 获取 的 收益 越 多 。 


7.2.4 计算 投资 回报 的 程序 


通过 前 面 演示 的 例子 ， 作 为 程序 员 的 我 们 ， 就 可 以 编写 程序 来 帮助 我 们 快速 计算 出 
投资 回报 。 在 程序 中 ， 让 用 户 输入 初始 投资 额 、 回 报 率 、 投 资 期 数 等 数据 ， 然 后 就 可 快 
速 计算 出 相应 的 利润 、 本 利 合 计 等 数据 。 

具体 的 程序 代码 如 下 : 


#include <stdio.h> 


float fact(float finE n)s // 计 算 阶乘 
float ROI (float a,float r,int p); // 计 算 回 报 
int main() // 主 函数 


人 
float rate,amount,pay,tl1; 
int period,i; 


printf ("投资 回报 计算 程序 \n\n"); 
printf ("投资 金额 "); 


scanf ("%f", gamount); 


printf ("回报 率 : "); 
scanf ("%f", grate); 


printf ("投资 期 数 : "); 


scanf ("%d", gperiod); 


printf ("\n\n 期 数 \t 利润 \t 本 利 合计 \n") > 
for (i=1;i<=period;i++) // 输 出 每 一 期 的 利润 及 本 利 合 计 
{ 

t1=ROI (amount, rate,i); 

printf("%d\t$.0f\ts.0f\n",i, tl-amount,t1); 


getch(); 
return 0; 


} 
float ROI (float a,float r,int p) // 计 算 投 资 回报 
{ 


return a*fact (1+r,p); 
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} 


float fact(float f,int n) // 计 算 阶乘 
{ 

float temp=1; 

dint 7 

for (i=0;i<n;i++) 

{ 

temp*=f; 
} 
return temp; 


} 


由 于 C 语言 中 未 提供 阶乘 运算 ， 因 此 ， 在 以 上 程序 中 编写 了 fact0 函 数 用 来 计算 阶 
乘 ， 然后 编写 计算 投资 回报 的 函数 ROI。 

运行 以 上 程序 ， 输 入 前 面 例子 中 计算 过 的 数据 ， 其 中 投资 金额 为 50000， 回 报 资 为 
0.1 (10%)， 投 资 期 数 为 20 期 ， 则 可 得 到 如 图 7-2 所 示 的 运算 结果 。 


336375 


图 7-2 


7.2.5 ” 忘 还 钱 的 信用 卡 


信用 卡 是 一 种 非 现金 交易 的 付款 方式 ， 是 简单 的 信贷 服务 。 持 卡 者 只 需要 在 商户 的 
POS 机 中 刷卡 消费 即 可 完成 向 银行 的 小 额 贷款 服务 。 由 于 信用 卡 使 用 方便 快捷 ， 受 到 了 
很 多 用 户 《〈 特 别 是 年 轻 消费 者 ) 的 欢迎 。 

可 是 , 很 多 信用 卡 用 户 由 于 各 种 原因 忘记 了 按时 还 款 , 由 此 导致 出 现 了 高 额 的 利息 。 
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可 别 忘 了 ， 信 用 卡 的 利息 是 按 月 进行 复 利 计 算 的 ! 那 可 是 一 笔 高 昂 的 费用 ! 

目前 我 国 绝 大 部 分 银行 发 行 的 信用 卡 透支 利息 计算 方式 是 : 上 期 对 账单 的 每 笔 透 支 
金额 为 计 息 本 金 ， 自 该 笔 透支 交易 的 记 账 日 起 至 还 款 日 为 计 息 天 数 ， 按 日 利率 万 分 之 五 
计 息 ， 按 月 计 收 复 利 。 另 外 每 月 还 会 按 计 息 本 金 的 5% 收 滞纳金 。 

例如 ,最近 媒 体 报道 , 有 一 个 信用 卡 持 卡 人 在 2008 年 10 月 3 日 的 从 款 余额 是 1057.86 
元 ， 此 后 ， 这 张 信 用 卡 除了 银行 扣 收 滞纳金 、 利 息 、 超 限 费 ， 再 没有 发 生 任何 一 笔 业 务 。 

We 2012 年 底 ， 银 行 的 催收 通知 单 显示 ， 本 息 合计 欠 款 23000 多 元 。 
款 1057.86 元 ，4 年 多 时 间 ， 怎 么 就 变 成 23000 元 了 呢 ? 下 面 我 们 来 帮 这 位 持 卡 

人 计算 一 下 ， 具 体 计算 过 程 如 表 7-6 所 示 。 


表 7-6 ”信用卡 利息 计算 


日 利率 ，0.0005 ”月 利率 :0.015 


月 数 本 金 本 利 合 计 
1 1057.86 1126.62 
2 1126.62 1199.85 
3 1199.85 1277.84 
4 1277.84 1360.90 
5 1360.90 1449.36 
6 1449.36 1543.57 
次 1543.57 1643.90 
8 1643.90 1750.75 
9 1750.75 1864.55 
41 13134.47 13988.21 
42 13988.21 14897.44 
43 14897.44 15865.78 
44 15865.78 16897.05 
45 16897.05 17995.36 
46 17995.36 19165.06 
47 19165.06 20410.79 
48 20410.79 21737.49 
49 21737.49 326.06 1086.87 23150.43 


在 表 7-6 的 计算 中 ， 日 利率 为 万 分 之 五 (0.05%)， 按 每 月 30 天 计算 ， 则 月 利率 为 
1.5%, 转化 为 年 利率 达到 18%, 这 个 利息 不 可 谓 不 高 , 并 且 利 息 是 按 月 进行 复 利 计 算 的 。 
也 就 是 说 ， 每 个 月 账单 中 的 本 利 合计 作为 下 月 的 本 金 。 当 然 ， 除 了 本 金 、 利 息 之 外 ， 还 
有 更 大 一 部 分 费用 就 是 滞纳金 (为 5%)， 那 可 比 利 息 更 高。 所 以 , 通过 近 50 个 月 的 “ 利 
滚 利 ” 积 累 ， 该 持 卡 人 的 还 款额 就 从 1000 多 元 增 涨 到 了 23000 多 元 了 。 
当然 ， 以 上 算法 只 是 按照 银行 规则 进行 的 测算 ， 实 际 上 在 不 同 银行 的 计算 方法 有 些 
不 同 ， 最 终 的 还 款 金额 也 会 有 所 不 同 
怎么 样 ， 再 一 次 见识 :到 复 利 的 威力 了 吧 ! 在 信用 卡 利息 的 计算 上 ,是 按 月 计算 复 利 ， 
比 我 们 前 面 例子 中 按 年 计算 复 利 更 厉害 。 
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7.2.6” 爱 因 斯 坦 的 72 法 则 


了 解 复 利 后 ， 再 利用 爱 因 斯 坦 的 72 法 则 ， 我 们 就 可 以 轻松 算出 自身 价值 何 时 翻 倍 。 

爱 因 斯 坦 的 72 法 则 , 也 是 金融 学 上 有 名 的 “72 法 则 ”是 指 “ 用 72 除 以 增长 率 ( 回 
报 率 )” 可 快速 估计 出 投资 倍增 或 减 半 所 需 的 时 间 ， 反 映 出 的 是 复 利 的 结果 。 

例如 ， 如 果 初 始 本 金 为 10000 元 ， 年 回报 率 为 9%， 则 要 使 这 笔 投 资本 利 合计 翻 倍 
〈 即 达到 20000 元 )， 可 用 以 下 算式 快速 计算 出 需要 的 时 间 : 


T2 = ?= 8 
即 表示 经 过 连续 8 年 这 种 固定 收益 的 投资 回报 ， 就 可 使 投资 翻 倍 。 是 不 是 这 样 呢 ? 
下 面 我 们 进行 逐年 计算 ， 得 到 如 表 7-7 所 示 的 结果 。 


表 7-7 72 法 则 验证 


年 回报 率 ; 9% 
期 ” 数 本 金 本 利 合 计 
10000.00 10900.00 
10900.00 11881.00 
3 11881.00 12950.29 
4 12950.29 14115.82 
5 14115.82 15386.24 
6 15386.24 16771.00 
16771.00 18280.39 
8 18280.39 19925.63 


从 表 7-7 中 可 看 出 ， 经 过 8 期 的 复 利 计算 ， 最 后 本 利 合计 为 19925 元 ， 约 为 20000 
元 。 从 这 个 表 就 可 以 验证 出 72 法 则 是 有 效 的 。 

通过 上 面 的 验证 可 知道 ， 根 据 72 法 则 就 可 快速 估算 出 投资 翻 倍 的 期 数 。 例 如 ，1 年 
期 定 存 每 期 (每 年 ) 的 回报 率 (利率 ) 为 3.25%， 要 使 存款 翻 倍 需 要 的 期 数 ( 年 数 ) 为 : 


12 2 2 

也 就 是 说 ， 如 果 按 1 年 期 定 存 的 方法 进行 投资 ， 需 要 22 年 多 点 的 时 间 才 能 让 投资 
金额 翻 倍 。 而 前 面 计算 过 ， 如 果 年 回报 率 为 9%， 则 只 需要 8 年 时 间 就 能 让 投资 金额 翻 
倍 。 如 果 投 资 回报 率 能 达到 更 高 的 水 平 ， 则 投资 翻 倍 的 时 间 将 会 更 短 。 

其 实 ， 对 于 投资 回报 率 ， 不 要 求 有 多 高 ， 只 要 稳定 在 一 个 合理 的 水 平 ， 经 过 较 长 的 
一 个 投资 期 ， 仍 然 可 以 得 到 可 观 的 回报 。 例 如 ， 现 在 的 华人 首富 李嘉诚 ， 他 从 16 岁 开始 
创业 一 直到 85 岁 时 ， 白 手 起 家 69 年 ， 家 产 已 达 310 亿美 元 。 对 于 普通 人 来 说 ， 这 是 一 
个 天 文 数字 。 

但 是 ， 我 们 仔细 计算 一 下 ， 如 果 我 们 有 10000 美元 进行 投资 ， 每 年 的 回报 率 能 稳定 
达到 24.3%， 用 69 年 的 时 间 ， 就 可 使 投资 的 本 利 合计 达到 330 亿美 元 。 

在 做 股票 之 类 的 投资 者 看 来 ， 觉 得 一 年 24.3% 的 收益 率 简直 不 值 一 提 ， 经 常会 有 年 
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收益 率 超 过 100% 的 情况 。 但 是 , 如 果 能 长 期 稳定 地 保持 在 这 一 较 低 的 回报 水 平 (24.3% )， 
经 过 长 时 间 的 投资 ， 回 报 也 是 非常 高 的 。 
根据 72 法 则 来 计算 ，24.3% 的 回报 率 ， 投 资 翻 倍 需要 的 年 数 为 : 


2 三 247 = 2.9b 
也 就 是 说 ， 经 过 3 年 的 投资 ，10000 美元 的 本 金 就 可 变 成 20000 美元 。 按 这 个 收益 
率 ， 每 过 3 年 就 可 使 投资 额 翻 香 ， 因 此 ， 经 过 69 年 ， 最 初 10000 美元 的 本 金 翻 20 多 番 
后 就 可 达到 一 个 天 文 数字 。 


7.3 对 折纸 张 


我 们 已 经 知道 翻番 就 是 使 得 到 的 数 为 基数 的 2 倍 ， 下 面 我 们 再 来 研究 与 翻番 相反 的 
问题 一 一 折 半 ， 即 指 每 次 得 到 的 数 为 基数 的 一 半 。 

这 节 我 们 研究 一 个 看 似 简单 的 问题 一 一 折纸 ， 就 是 将 纸张 进行 多 次 对 折 。 这 个 操作 
可 以 比较 直观 地 看 到 折 半 问题 的 效果 。 


7.3.1 有 趣 的 问题 : 纸张 对 折 
如 图 7-3 所 示 ， 左 边 是 一 张 纸 ， 沿 中 线 对 折 后 得 到 右 图 的 效果 ， 这 样 就 算 完成 了 一 


次 对 折 。 接 着 看 这 样 一 个 问题 : 一 张 纸 能 对 折 多 少 次 ? 
这 个 问题 看 起 来 很 简单 ， 感 觉 应 该 能 对 折 很 多 次 ， 至 少 不 会 少 于 10 次 吧 。 


图 7-3 


是 不 是 真 的 能 对 折 任意 多 次 ， 或 对 折 10 次 以 上 呢 ? 

我 们 来 试 一 下 。 如 图 7-4 (a) 所 示 ， 首 先 将 一 张 纸 展 平 ， 然 后 对 长 边 进行 对 折 ， 得 
到 右 图 所 示 效 果 。 这 样 ， 对 挤 后 的 纸张 厚度 为 2 张 纸 的 厚度 。 

接着 ,如 图 7-4 (b) 所 示 , 将 2 张 纸 再 次 沿 同一 方向 进行 对 折 ， 得 到 右 图 所 示 效 果 ， 
对 折 后 得 到 4 张 纸 的 厚度 。 

然后 ， 如 图 7-4《〈c) 所 示 , 将 4 张 纸 再 次 沿 同一 方向 进行 对 折 ， 得 到 右 图 所 示 效 果 ， 
对 折 后 得 到 8 张 纸 的 厚度 。 
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图 7-4 


从 图 7-4 中 可 以 看 到 ， 经 过 3 次 沿 同一 方向 对 折 后 ， 对 折 边 的 长 度 已 经 只 有 原来 长 
度 的 八 分 之 一 了 。 

A OU ON Ne Eb 
长 边 再 次 进行 对 折 。 一 共 能 对 折 多 少 次 呢 ? 

经 过 实验 , 对 于 常见 的 A4 幅面 的 纸张 ,长 宽 方向 都 进行 对 折 ， 对 折 次 数 最 多 达到 7 
次 。 对 于 幅面 很 大 的 报纸 (如 对 开 的 《4 人民 日 报 》, 其 展开 长 度 为 841mm, 宽度 为 594mm)， 
对 折 次 数 最 多 达到 9 次 。 

读者 可 以 马上 拿 一 张 纸 来 对 折 试 试 ! 


7.3.2 ”100 米 长 的 纸 能 对 折 几 次 


通过 前 面 的 试验 我 们 可 以 发 现 ， 每 对 折 一 次 ， 这 合 对 折 后 的 纸 的 张 数 就 会 翻番 ， 也 
就 是 说 这 闪 纸 的 厚度 会 翻番 。 


a 
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并 且 ， 当 这 释 纸 的 厚度 接近 对 折 边 的 长 度 时 ， 就 没 办 法 进行 对 折 操 作 了 “〔 从 理论 上 
来 说 ， 对 折 边 的 长 度 应 大 于 厚度 ， 才 能 进行 对 折 。 但 实际 操作 时 ， 当 厚度 小 于 并 接近 对 
折 边 的 长 度 时 ， 就 没 办 法 进行 对 折 了 )。 

有 了 以 上 分 析 ， 除 了 实际 验证 之 外 ， 我 们 也 可 以 通过 数学 的 方法 ， 通 过 计算 来 进行 
验证 。 只 需要 计算 每 次 对 折 后 的 厚度 、 对 折 边 的 长 度 ， 就 可 以 方便 地 判断 出 是 否 还 能 继 
续 对 折 ， 也 就 可 以 得 到 对 折 的 次 数 了 。 下 面 ， 我 们 就 来 进行 计算 。 

首先 ， 计 算 A4 幅面 纸张 能 对 折 多 少 次 。 

已 知 A4 幅面 纸张 的 长 为 297mm， 宽 为 210mm， 每 平方 米 70 克 的 复印 纸 的 厚度 约 
为 0.08mm。 根 据 这 个 已 知 条 件 ， 我 们 来 进行 计算 ， 每 对 折 一 次 其 对 折 边 长 度 减 半 ， 而 
厚度 翻番 。 具 体 计算 过 程 如 表 7-8 所 示 。 

表 7-8 A4 纸 对 折 过 程 


对 折 次 数 长 度 厚 度 
0 297 210 0.08 
1 148.5 0.16 
2 74.25 0.32 
3 37.125 210 0.64 
4 18.5625 1.28 
5 9.28125 210 2.56 
6 4.640625 5.12 
7 105 10.24 
; rE 


按 表 7-8 中 的 计算 ， 当 按 A4 纸 的 长 边 ( 边 长 为 297mm 这 边 ) 连续 进行 6 次 对 折 后 ， 
其 厚度 已 达到 5.12mm， 而 长 度 只 有 4.64mm， 因 此 ， 这 时 就 无 法 再 沿 这 边 进行 对 折 了 。 
从 第 7 次 对 折 开 始 就 沿 A4 纸 的 短 边 ( 边 长 为 210mm) 进行 对 折 ， 第 9 次 对 折 后 ， 纸 的 
厚度 已 达到 40.96mm， 而 长 度 只 有 26.25mm 了 。 显 然 没 办 法 继续 进行 对 折 了 。 

也 就 是 说 ， 从 理论 上 来 讲 ，A4 纸 最 多 只 能 对 折 9 次 。 在 实际 操作 中 ， 对折 时 重合 在 
一 起 的 纸张 厚度 之 间 会 有 一 些 间隙， 要 占用 一 定 的 厚度 空间 ， 并 且 对 折 时 需要 足够 的 长 
度 才能 使 一 倒 纸 弯曲 等 原因 ， 肯 定 达 不 到 理论 上 对 折 9 次 的 效果 。 通 常 A4 纸 只 能 对 折 
7 次 ! 

从 表 7-8 中 可 看 到 ， 纸 张 的 厚度 是 影响 对 折 次 数 的 一 个 关键 因素 ， 那 么 ， 我 们 找 很 
薄 的 纸张 进行 对 折 ， 对 折 次 数 是 不 是 能 明显 增加 呢 ? 我 们 再 选择 A4 幅面 的 薄 纸 来 试 
二 


SH 


每 平方 米 16 克 的 薄 页 纸 的 厚度 为 0.036mm, 假设 我 们 使 用 A4 幅面 的 这 种 纸 来 进行 
对 折 ， 能 对 折 多 少 次 呢 ? 计 算 过 程 如 表 7-9 所 示 。 
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表 7-9 A4 薄 纸 对 折 过 程 


对 折 次 数 长 度 厚 度 
0 297 0.036 
1 148.5 0.072 
2 74.25 0.144 
3 $I25 0.288 
4 18.5625 0.576 
5 9.28125 1.152 
6 4.640625 2.304 
7 2.3203125 4.608 
8 9.216 
9 18.432 

10 36.864 


从 表 7-9 中 可 看 出 ， 虽 然 16g 纸张 的 厚度 比 70g 纸张 的 厚度 少 了 一 半 多 ， 但 对 折 次 
数 并 没有 增加 1 倍 ， 而 仅仅 增加 了 1 次 ! 

按照 以 上 分 析 ， 似 乎 当 纸 的 长 度 足够 长 时 ， 对 折 的 次 数 就 可 以 为 任意 多 次 。 那 么 ， 
这 个 结论 正确 吗 ? 我 们 来 验证 一 下 。 

长 度 为 297mm 的 纸张 只 能 对 折 9 次 (理论 上 ), 我 们 将 长 度 明 显 增加 , 增长 到 100m 
( 即 100000mm)， 相 对 于 A4 纸张 来 说 ， 长 度 方向 增加 了 300 多 倍 ， 对 折 次 数 能 增加 多 
少 呢 ? 还 是 看 实际 计算 过 程 吧 ， 如 表 7-10 所 示 。 

从 表 7-10 中 的 计算 结果 可 看 出 , 虽然 纸张 的 长 度 增 加 了 300 多 倍 , 但 是 对 折 次 数 并 
没有 显著 增加 ， 只 增加 了 1 一 2 次 而 已 。 

在 表 7-10 中 ， 计 算 了 两 种 厚度 ， 一 种 是 按 单 张 纸 厚 0.1mm 进行 计算 ， 一 种 是 按 单 
张 纸 厚 0.036mm 进行 计算 。 


表 7-10 长度 100m 纸 张 对 折 过 程 


对 折 次 数 厚度 厚 度 
0 01 0.036 

1 02 0.072 

04 0.144 

3 0.8 0.288 

4 6250 1.6 0.576 

5 3125 3 1.152 

6 1562.5 6.4 2.304 

7 781.25 12.8 4.608 

8 390.625 25.6 9.216 

9 195.3125 582 18.432 

10 97.65625 102.4 36.864 

11 48.828125 73.728 

从 上 面 的 分 析 可 以 看 到 ， 对 折 的 关键 还 是 在 于 纸张 的 厚度 ， 每 对 折 一 次 ， 纸 的 厚度 

值 就 翻 一 番 。 根 据 本 章 前 面 介绍 的 翻番 知识 ， 可 用 以 下 公式 计算 对 折 后 的 厚度 : 


wa 
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对 折 " 次 厚度 = 单 张 纸 厚 度 xi 


根据 以 上 公式 ， 可 以 计算 出 对 折 n 次 后 纸 的 厚度 是 单 张 纸 厚度 的 多 少 倍 ， 如 表 7-11 
所 示 。 


表 7-11 he se 


次 数 厚度 

» i 2147483648 
2 4194304 4294967296 
3 8388608 8589934592 
4 16777216 17179869184 
要 33554432 34359738368 
6 67108864 68719476736 
学 131072 134217728 1.37439E+11 
8 256 262144 268435456 2.74878E+11 
10 1024 20 1048576 1073741824 1.09951E+12 

从 表 7-11 中 可 看 出 ， 当 对 折 40 次 后 ， 得 到 的 厚度 为 单 张 纸 厚度 的 1.09951x10” 售 。 


假设 单 张 纸 的 厚度 为 0.1mm， 则 对 折 40 次 后 的 厚度 为 : 
0.1 x 1.09951 x 102 = 1.0995] X 10'(mm) 


107751 (Km) 
也 就 是 说 ,将 厚度 为 0.1mm 的 纸张 对 折 40 次 , 得 到 对 折 后 纸张 的 厚度 将 达到 10 万 
公里 以 上 ， 可 以 绕 地 球 17 圈 ! 


7.3.3 ”计算 对 折 次 数 的 程序 


对 于 纸张 的 对 折 ， 如 果 每 改变 一 次 长 度 、 宽 度 或 纸张 的 厚度 ， 我 们 都 需要 重新 去 推 
算 一 次 ， 会 比较 麻烦 。 作 为 程序 员 ， 首 先 想到 的 就 是 编写 一 个 程序 ， 能 快速 计算 出 理论 
上 的 对 折 次 数 。 这 个 程序 比较 简单 ， 只 需要 重复 计算 对 折 边 长 、 对 折 厚 度 ， 然 后 进行 判 
断 即 可 。 具 体 程序 如 下 : 


#include <stdio.h> 


int main() 


中 


float thickness; // 单 张 纸 的 厚度 
float totals // 总 的 厚度 
float side[2]; // 纸 的 长 度 和 宽度 
int count; // 对 折 次 数 
和 

loat es // 对 折 边 长 度 
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printf ("纸张 的 长 度 : "); 
scanf ("%f", gside[0]); 
printf ("纸张 的 宽度 : "); 
scanf ("%f", gside[1]); 
printf ("纸张 的 厚度 :"); 


scanf ("%f", gthickness); 


total=thickness; 
count=0; 
printf ("\n 次 数 \t 对 折 边 长 \t\t 厚度 \n") ; 
for (i=0;i<2;i++) 
下 
s=side[i]; // 取 得 边 长 
if (i==0) 
printf ("从 长 度 方向 对 折 \n"); 
else 
printf ("从 宽度 方向 对 折 \n"); 
while(s>total) 


count++; 
s/=2; // 对 折 边 长 减 半 
total*=2; // 厚 度 加 倍 
printf ("%2d\t%10.2f\t\t%10.2f\n", count, s,total); 
, 

} 

getch(); 

return 0; 


} 

在 以 上 程序 中 ， 由 于 在 长 度 或 宽度 方向 进行 对 折 的 操作 都 是 相同 的 ， 因 此 使 用 一 个 
数组 来 保存 长 度 和 宽度 ， 方 便 程 序 中 使 用 循环 处 理 对 折 。 

编译 并 运行 以 上 程序 , 参照 表 7-8 所 示 的 数据 , 输入 纸张 的 宽度 为 297、 宽度 为 210、 
厚度 为 0.08， 则 可 得 到 如 图 7-5 所 示 的 运行 结果 。 


ry 
长 度 ，297 ^ 
人 219 
的 厚度 :8.98 
次 数 ”对 折 边 长 厚度 
j 缚 六 
148.58 8.16 
2 74.25 日-32 
3 37.13 0-64 
4 18.56 1.28 
5 9.28 2.56 
4-64 5-12 
从 宽度 方向 对 折 
85.98 19-24 
8 52.58 28.48 
9 26-25 49.-96 
| RC + 
图 7-5 
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7.4 一 棋盘 的 麦子 


觉 告 诉 我 们 , 长 度 达 100m 的 纸张 对 折 的 次 数 应 该 比 长 度 为 0.297m 的 纸张 对 折 的 
次 数 多 得 多 。 但是， 我们 的 直觉 出 错 了 ， 通 过 7.3 节 的 介绍 可 以 看 出 ， 长 度 为 0.297m 的 
纸张 沿 长 度 方向 可 以 对 折 7 次 ( 见 表 7-8)， 而 长 度 为 100m 的 纸张 沿 长 度 方向 可 以 对 折 
10 次 〈 见 表 7-9)。 显 然 ， 长 度 增 加 了 300 多 倍 ， 但 对 折 次 数 只 增加 了 3 次 。 

为 什么 会 出 现 这 种 错觉 呢 ? 这 是 由 于 我 们 大 部 分 时 间 里 都 是 以 线性 方式 来 考虑 问 
题 ， 而 这 类 翻番 的 问题 ， 不 是 线性 的 问题 。 

下 面 再 来 看 一 个 古老 的 问题 ， 一 个 印度 饶 有 趣味 的 故事 。 


7.4.1 舍 罕 王 的 赏赐 


据说 古代 印度 的 舍 罕 王 打算 给 国际 象棋 的 发 明 人 、 印 度 的 宰相 西 萨 。 班 ， 达 依 尔 以 
重重 的 赏赐 。 国 王 问 他 有 什么 要 求 ， 将 尽量 满意 他 的 要 求 。 

这 位 宰相 意味 深长 地 报 嘴 笑 着 ， 跪 在 国王 面前 ， 指 着 放 在 国王 膝盖 上 的 国际 象棋 棋 
盘 说 道 :“ 陛 下 ， 请 您 在 这 张 棋盘 的 第 1 个 小 方 格 里 给 我 1 粒 麦 子 , 在 第 2 个 小 方 格 里 给 
2 粒 ， 第 3 格 里 给 4 粒 ， 照 这 样 下 去 , 每 1 小 格 里 都 比 前 1 小 格 的 数量 加 1 倍 ( 如 图 7-6 
所 示 )。 陛 下 啊 ， 这 样 将 棋盘 上 所 有 64 个 小 方 格 的 麦 粒 ， 都 赏赐 给 您 的 仆人 吧 !” 


图 7-6 


国王 一 听 ， 认 为 这 区 区 赏赐 ， 微 不 足 道 。 于 是 ， 满 口 答应 道 :“ 爱 婴 ， 你 所 求 的 并 
不 多 啊 ， 你 当然 会 如 愿 以 偿 的 。” 
国王 为 自己 对 这 样 一 件 奇妙 的 发 明 所 许 下 的 慷慨 赏 诺 不 致 破 费 太 多 而 暗 瞳 高 兴 。 他 
令 人 把 一 袋 麦 子 拿 到 座 前 ， 开 始 往 国 际 象棋 棋盘 上 放置 麦 粒 了 。 在 第 1 格 里 放 1 粒 ， 第 
2 格 里 放 2 粒 ,第 3 格 里 放 4 粒 ， 这 样 放 到 第 20 格 ，1 袋 麦子 就 宝 了 ， 到 第 21 格 时 ，1 
袋 麦 子 已 经 不 够 了 ! 

接 下 去 麦 粒 的 数量 1 格 接 1 格 飞快 地 增长 下 去 ，1 袋 又 1 袋 的 麦子 被 打 到 国王 面前 
来 ， 堆 成 了 小 山 ， 可 是 棋盘 上 的 格子 还 多 着 哩 。 
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舍 军 王 惕 了 ， 他 发 现 : 即使 拿 来 全 印度 的 粮食 ， 也 不 能 兑现 他 对 西 萨 。 班 。 达 依 尔 
宰相 许 下 的 诺言 了 。 


7.4.2 ”需要 多 少 麦 粒 


那么 ， 究 竟 需 要 多 少 麦 粒 才能 完成 舍 罕 王 的 赏赐 呢 ? 下 面 我 们 来 计算 一 下 。 根 据 西 
萨 * 班 。 达 依 尔 的 要 求 ， 在 棋盘 的 64 个 格子 中 ,第 1 个 格 中 放置 1 粒 小 麦 ， 然 后 每 个 格 
子 中 的 麦 粒 数量 比 前 一 个 格子 的 麦 粒 数 翻 一 番 。 

下 面 先 计算 前 20 个 格子 中 每 个 格子 的 麦 粒 数量 ， 有 具体 如 表 7-12 所 示 。 可 以 看 出 ， 
在 棋盘 前 10 个 格子 中 ， 每 个 格子 中 的 麦 粒 数 都 在 1000 粒 以 内 。 但 是 ， 随 着 麦 粒 数量 的 
不 断 翻 看 ， 到 第 20 个 格子 ， 麦 粒 数 已 超过 50 万 粒 了 ! 


表 7-12 每 个 格子 的 麦 粒 数 量 


第 1 格 1 第 11 格 512X2=1024 

第 2 格 1X2=2 第 12 格 1024X2=2048 

第 3 格 2X2=4 第 13 格 2048X2=4096 

第 4 格 4X2=8 第 14 格 4096X2=8192 

第 5 格 8X2=16 第 15 格 8192X2=16384 
第 6 格 16X2=32 第 16 格 16384X2=32768 
第 7 格 32X2=64 第 17 格 32768X2=65536 
第 8 格 64X2=128 第 18 格 65536X2=131072 
第 9 格 128X2=256 第 19 格 131072X2=262144 
第 10 格 256X2=512 第 20 格 262144X2=524288 


其 实 ， 我 们 也 可 以 不 用 这 种 表格 来 推算 ， 而 是 用 一 个 公式 直接 计算 出 棋盘 的 某 个 编 
号 的 格子 应 该 放置 多 少 粒 麦 粒 ， 具 体 计 算 公式 如 下 : 
第 ' 覆 才 装 数 = 六 


有 了 以 上 公式 ， 就 可 直接 计算 第 64 格 中 应 该 放置 多 少 麦 粒 了 : 


第 4 恪 麦 三 数 = 2 = 9223312035854115808 
这 个 数 太 大 了 ! 具体 有 多 大 呢 ， 我 们 将 这 些 麦 粒 数 量 换 算 成 重量 来 衡量 一 下 。 查 询 
了 一 些 资料 , 通常 小 麦 千粒重 35~40 克 , 也 就 是 说 1 公斤 小 麦 大 概 有 25000~28000 粒 。 
如 果 按 28000 粒 小 麦 为 1 公斤 ， 则 第 64 格 中 放置 的 麦 粒 重量 为 : 


9223372035854115808 二 28000 二 1000 = 32940b144113( 忆 ) 
仅 棋盘 这 一 格 就 需要 3000 多 亿 吨 小 麦 ， 如 果 将 棋盘 中 所 有 64 格 中 的 小 麦 数量 累加 
起 来 ， 将 需要 更 多 的 小 麦 。 达 依 尔 所 要 求 的 竞 是 全 世界 在 两 千年 内 所 生产 的 全 部 小 麦 ! 
这 么 一 来 ， 售 罕 王 发 现 自己 从 了 宰相 很 大 一 笔 债 。 要 么 是 忍受 西 萨 。 班 。 达 依 尔 没 
完 没 了 的 讨债 ， 要 么 是 干脆 砍 掉 他 的 脑袋 。 国 王 大 概 选择 了 后 面 的 这 个 办 法 。 
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舍 罕 王 为 什么 会 吃 这 样 的 亏 呢 ?因为 他 根本 没有 这 么 巨大 数量 的 感性 认识 ， 即 使 比 
他 经 验 丰 富 、 知 识 广博 的 现代 人 ， 也 不 能 一 下 子 直接 觉察 到 这 个 数量 有 多 大 。 

这 就 是 翻番 的 威力 ! 只 有 认识 了 翻番 的 威力 ， 才 能 把 握 到 数据 快速 增加 的 诀 宅 ! 

那么 ， 如 果 按照 西 萨 。 班 。 达 依 尔 的 要 求 ， 最 后 究竟 需要 多 少 麦 粒 ， 折 合成 重量 是 
多 少 吨 呢 ? 下 面 编写 程序 ， 借 助 计算 机 来 帮助 我 们 计算 出 最 终结 果 。 


#include <stdio.h> 


int main () 

{ 
double chessboard, sum; 
EnE ds 


chessboard=1; 
sum=1; 
for (i=2;i<=64;i++) 
{ 
chessboard*=2; 
sumt+=chessboard; 
printf ("第 $d 格 ， 麦 粒 : $10.01f\n",i,chessboard); 


printf ("\n 总 麦 粒 数 ，%10 .01f, 约 合 : $10.21f 吨 \n", sum, sum/28000/1000) 7 


getch(); 
return 0; 


} 


这 个 程序 比较 简单 ， 由 于 计算 的 麦 粒 数 是 一 个 非常 大 的 数据 ， 因 此 定义 一 个 double 
变量 来 保存 ， 这 样 将 只 能 得 到 一 个 大 约 数据 ， 麦 粒 数 并 不 能 精确 到 个 位 。 

编译 运行 以 上 程序 ， 得 到 如 图 7-7 所 示 的 结果 。 从 运行 结果 可 以 看 出 ， 总 的 麦 粒 数 
约 为 第 64 格 的 麦 粒 数 的 2 倍 ， 折 算 成 重量 也 约 等 于 第 64 格 的 麦 粒 的 2 倍 。 


4398046511184 
8796893022288 
17592186844416 
35184372888832 
78368744177664 
148737488355328 
281474976718656 
562949953421312 
1125899986842624 
2251799813685248 
4583599627378496 

: 9887199254748992 

: 18814398589481984 

: 36828797818963968 
72@57594837927936 
144115188875855878 
288238376151711748 

:576469752383423498 

y: 1152921584686847868 

Y: 2385843989213694999 

Y: 4611686818427387988 

: 9223372836854775898 


ES 
ES 
ES 
ES 
ES 
ES 
EE 
麦 
妻 
妻 
三 
麦 
麦 
EE 
EE 
EE 
EE 
EE 
EE 
， 妻 


总 麦 粒 数 ，18446744973799552889. 约 合 : 658812288346.77 吨 


| 
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7.5 折 半 法 的 运用 


通过 前 面 的 例子 ， 我 们 已 经 认识 了 翻番 的 威力 : 一 个 很 小 的 数 ， 经 过 多 次 翻番 后 ， 
很 快 就 会 得 到 一 个 非常 大 的 数 ， 如 7.4 节 中 舍 军 王 的 赏赐 ,经 过 63 次 翻番 ， 从 最 初 的 数 
字 1 增长 成 一 个 天 文 数字 。 通 过 这 些 例子 ， 我 们 已 经 知道 翻番 的 运算 是 很 简单 的 ， 就 是 
将 前 期 的 数据 乘 以 2， 即 可 得 到 本 期 数据 。 


7.5.1 翻番 的 逆 运 算 


翻番 的 逆 运 算 也 很 简单 ， 就 是 将 前 期 的 数据 除 以 2， 用 来 得 到 本 期 数据 ， 这 种 计算 
方法 称 为 折 半 法 ， 也 称 为 二 分 法 。 

勒 下 运 管 ， 而 期 数据 xz = 本 期 数据 
折 丰 运算 :前 期 数据 =: - 本 期 数据 

根据 翻番 运算 的 规则 我 们 可 以 推出 ， 对 于 原本 很 大 的 数据 ， 通 过 多 次 折 半 运算 后 ， 
可 以 得 到 一 个 较 小 的 数据 。 

在 实际 应 用 中 ， 将 某 一 个 很 大 的 数 进行 折 半 运算 以 得 到 一 个 较 小 数据 的 情况 不 是 太 
多 。 不 过 ， 在 程序 设计 中 ， 经 常会 用 到 一 种 查找 算法 : 折 半 查找 法 。 这 种 算法 就 是 将 原 
来 需要 处 理 的 数量 很 庞大 的 一 组 数据 ， 通 过 折 半 运算 不 断 缩减 运算 规模 ， 以 方便 、 快 速 
地 查找 出 需要 的 数据 。 

例如 ， 原 来 要 在 10 亿 组 数据 中 查找 某 一 个 数 ， 如 果 逐 个 去 比较 这 些 数据 ， 最 坏 的 
情况 下 ， 需 要 进行 10 亿 次 比较 才能 找到 需要 的 数据 。 而 如 果 使 用 折 半 运算 ， 第 一 次 折 半 
运算 就 可 以 将 问题 规模 缩减 为 5 亿 ， 再 次 折 半 运算 又 可 缩减 为 2.5 亿 ， 经 过 多 次 折 半 运 
算 ， 很 快 就 可 以 问题 规模 缩减 到 个 位 数 ， 并 找到 目标 数据 。 
因此 ， 在 程序 设计 中 ， 折 半 运 算 在 数据 查找 类 运算 中 应 用 十 分 广泛 。 


7.5.2 找 出 假 硬币 


下 面 我 们 来 看 一 个 小 学 生 常 见 的 智力 题 ， 找 假 硬币 。 

现 有 100 枚 硬币 ， 知 道 其 中 有 1 枚 是 假 的 ， 不 过 ， 由 于 假 硬币 的 外 观 与 真 硬币 完全 
一 样 ， 赁 肉眼 无 法 分 辨 。 但 是 由 于 使 用 的 材质 不 同 ， 假 硬币 的 重量 比 真 便 币 的 重量 轻 。 
现在 用 一 个 天 平 作为 工具 ， 从 这 100 枚 硬币 中 找 出 那 1 枚 假 硬币 ， 问 : 最 少 经 过 多 少 次 
称 重 必定 能 找 出 那 枚 假 硬币 ? 

看 起 来 这 个 问题 很 简单 ， 就 是 找 出 假 硬币 ， 但 是 ， 要 求 用 最 小 的 次 数 且 必 须 找 出 假 
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人 硬币。 
在 这 道 题 中 ， 只 有 天 平 这 一 个 工具 可 以 使 用 ， 因 此 ， 只 能 通过 称 重 的 方法 来 找 出 假 
人 硬币。 虽说 只 有 称 重 这 一 方法 ， 可 是 怎么 称 重 又 可 以 分 很 多 种 情况 。 


1. 逐个 称 重 


要 通过 天 平 这 个 工具 找 出 假 硬币 ， 最 简单 易 懂 的 方法 就 是 :用 天 平 逐 个 称 出 每 枚 硬 
币 的 重量 并 记录 下 来 ， 然 后 从 这 些 记录 中 找 出 重量 最 轻 的 那 枚 就 是 假 硬币 。 


几 


从 ec| 胜 


An 


最 理想 的 情况 是 ， 称 第 1 枚 和 第 2 枚 重量 时 ， 就 发 现 这 两 枚 硬币 的 重量 不 一 样 ， 这 
时 就 可 知道 重量 轻 的 那 枚 为 假 硬币 。 也 就 是 说 ， 通 过 称 重 2 次 就 可 找 出 假 便 币 。 

最 坏 的 情况 是 ， 对 第 100 枚 硬币 进行 称 重 时 才 发 现 其 重量 比 其 他 硬币 轻 ， 即 需要 经 
过 100 次 称 重 才能 找 出 假 硬 币 。 

显然 ， 这 种 方法 的 效率 不 会 让 人 满意 。 

2. 折 半 称 重 


根据 前 面 提 到 的 折 半 运算 方法 可 将 问题 规模 快速 缩减 ， 对 于 这 个 问题 ， 就 可 考虑 使 
用 折 半 运算 的 方法 ， 即 将 100 枚 硬币 进行 折 半 运算 ， 可 分 为 两 部 分 ， 每 一 部 分 为 50 枚 ， 
然后 分 别 对 这 两 部 分 硬币 进行 称 重 。 可 以 知道 ， 重 量 轻 的 那 部 分 中 就 包含 有 假 硬币 。 接 
着 对 包含 假 硬币 这 部 分 ( 共 50 枚 硬币 ) 再 次 进行 折 半 运算 ， 又 分 为 两 部 分 ， 每 一 部 分 
25 枚 ， 再 通过 称 重 找 出 假 硬币 在 哪 一 部 分 并 不 断 重 复 进 行 折 半 和 运算， 最终 即 可 找 出 假 
人 硬币 。 

由 于 使 用 天 平 进行 称 重 ， 因 此 ， 可 以 将 折 半 运算 分 成 的 两 部 分 硬币 分 别 放 在 天 平 的 
两 边 。 也 就 是 说 ， 每 次 折 半 运算 ， 只 需要 称 重 一 次 就 可 发 现 假币 在 哪 一 部 分 中 ， 不 需要 
对 折 半 分 出 的 两 部 分 硬币 分 别称 重 。 这 样 ， 可 减少 称 重 的 次 数 。 

根据 以 上 思路 ， 折 半 称 重 的 过 程 如 图 7-8 所 示 

从 图 7-8 中 可 看 出 ， 经 过 6 次 称 重 ， 必 定 能 找 出 那 枚 假 硬币 。 在 最 理想 的 情况 下 ， 
第 3 次 称 重 就 可 找 出 那 枚 假 硬币 。 

第 1 次 称 重 时 ， 将 100 枚 硬币 分 成 两 部 分 ， 天 平 的 左边 放 50 枚 ， 右 边 放 50 枚 。 如 
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果 天 平 右边 秤 盘 中 的 硬币 较 轻 ， 说 明 那 枚 假 硬币 位 于 右边 秤 盘 中 。 
100 枚 硬币 


ny 
第 1 次 称 事 : w 枚 蚀 币 9% 枚 硬币 


第 7 奖 称 一 : 25 枚 硬 而 瑟 枚 硬 而 
ee 

第 ?次 称 环 :22 枚 硬币 ni 改 硬 厦 1 故 硬 而 
es 

We 

第 5 交 称 醒 : 3 枚 硬币 3 故 硬 而 

第 次 称 证 : ! 枚 碾 和 而 1! 故 硬 而 1! 枚 硬币 


图 7-8 


第 2 次 称 重 时 ,将 右边 秤 盘 中 的 50 枚 硬币 又 分 成 两 部 分 ， 左边 放 25 枚 ， 右 边 放 25 
枚 。 如 果 天 平 左 边 秤 盘 中 的 硬币 较 轻 ， 说 明 那 枚 假 硬币 位 于 左边 秤 盘 中 。 

第 3 次 称 重 时 ， 由 于 25 枚 硬币 不 能 进行 平均 折 半 分 到 两 个 秤 盘 中 ， 这 时 可 在 左边 
放 12 枚 ， 右边 放 12 枚 ， 剩 余 1 枚 。 这 次 称 重 就 会 有 3 种 情况 : 第 一 ， 如 果 天 平 秤 盘 两 
边 的 重量 相等 ， 说 明 剩余 的 1 枚 为 假 硬币 ， 完 成 称 重 ， 第 二 ， 如 果 右 盘 秤 盘 中 的 硬币 较 
轻 ， 说 明 那 枚 假 硬币 位 于 右边 秤 盘 中 ， 第 三 ， 如 果 左 边 秤 盘 中 的 硬币 较 轻 ， 说 明 邦 枚 假 
硬币 位 于 左边 秤 盘 中 。 

第 4 次 称 重 ， 若 第 3 次 称 重 未 找到 假 硬币 ， 则 将 假 硬币 所 在 秤 盘 中 的 12 枚 硬币 再 
次 折 半 分 到 两 个 秤 盘 中 ， 左 边 放 6 枚 ， 右 边 放 6 枚 ， 如 果 天 平 左 边 秤 盘 中 的 硬币 较 轻 ， 
说 明 那 枚 假 硬币 位 于 左边 秤 盘 中 。 

第 5 次 称 重 ， 若 第 4 次 称 重 未 找到 假 硬币 ， 将 6 枚 硬币 折 半 分 到 两 个 秤 盘 中 ， 左 边 
放 3 枚 ,右边 放 3 枚 ， 如 果 天 平 右边 秤 盘 中 的 硬币 较 轻 ， 说 明 那 枚 假 硬币 位 于 左边 秤 
盘 中 。 

第 6 次 称 重 ， 若 第 5 次 称 重 未 找到 假 硬币 ， 与 第 3 次 类 似 ， 将 3 枚 硬币 分 成 3 份 ， 
左边 放 1 枚 ， 右 边 放 1 枚 ， 剩余 1 枚 。 这 次 称 重 就 会 有 3 种 情况 : 第 一 ， 如 果 天 平 秤 盘 
两 边 的 重量 相等 ， 说 明 剩 余 的 1 枚 为 假 硬币 ; 第 二 ， 如 果 右 盘 秤 盘 中 的 硬币 较 轻 ， 说 明 
右边 秤 盘 中 的 为 假 硬币 ; 第 三 ， 如 果 左 边 秤 盘 中 的 硬币 较 轻 ， 说 明 左 边 秤 盘 中 的 为 假 
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硬币 。 
3. 三 分 称 重 


在 图 7-8 所 示 折 半 称 重 的 方法 中 ， 第 3 次 和 第 6 次 称 重 时 ， 都 是 将 硬币 分 为 了 3 部 
分 ， 如 果 在 天 平 左右 秤 盘 上 的 两 部 分 相等 ， 则 说 明 假 硬币 在 第 3 部 分 中 。 那 么 ， 如 果 我 
们 每 次 都 将 硬币 分 为 3 部 分 进行 处 理 ， 会 不 会 减少 称 重 的 次 数 呢 ? 

答案 是 : 在 特定 的 条 件 下 ， 这 种 三 分 称 重 可 以 减少 称 重 次 数 。 

具体 的 特定 条 件 是 什么 呢 ? 就 是 硬币 的 数量 为 3 时， 可 使 用 这 种 三 分 称 重 法 。 

例如 ， 当 80 枚 真 硬币 中 混入 1 枚 假 硬币 〈 共 81 枚 硬币 ) 时 ， 就 可 使 用 这 种 三 分 称 
重 法 ， 具 体 过 程 如 图 7-9 所 示 。 


a 
第 1 浆 称 事 : 2 枚 硬 而 2 枚 硬币 2 枚 硬币 


本 


第 7 次 称 事 : ? 枚 硬币 ? 枚 硬币 ? 改 声 不 

~ 

第 3 交 称 事 : 3 枚 硬 而 3 改进 币 3 枚 硬币 
有 


和 多 4 决 称 环 ，! 故 硬币 ! 故 硬 而 1! 放 鲍 而 
图 79 


从 图 7-9 中 可 看 出 ， 对 于 81 枚 硬币 ， 当 采用 三 分 称 重 法 时 ， 只 需要 称 重 4 次 就 可 找 
出 假 硬 币 

第 1 次 称 重 时 ， 将 81 枚 硬币 均 分 为 3 部 分 ， 天 平 左 边 放 27 枚 ， 右 边 放 27 枚 ， 剩 
余 27 枚 。 这 时 将 有 3 种 情况 : 第 一 ， 天 平 两 边 的 硬币 重量 相等 ， 则 假 硬币 在 剩余 的 27 
枚 中 。 第 二 ， 天 平 左边 硬币 重量 较 轻 ， 则 假 硬币 位 于 左边 27 枚 中 。 第 三 ， 天 平 右边 硬币 
重量 较 轻 ， 则 假 硬币 位 于 右边 27 枚 中 。 

第 2 次 称 重 时 ， 将 27 枚 硬币 均 分 为 3 部 分 ， 天 平 左 边 放 9 枚 ， 右 边 放 9 枚 ， 剩 余 9 
枚 。 同 样 按 3 种 情况 来 确定 假 硬币 所 在 的 部 分 。 

第 3、4 次 称 重 时 类 似 ， 都 是 将 假 硬币 所 在 部 分 均 分 为 3 部 分 ， 其 中 2 部 分 放 在 天 
平 左 右 秤 盘 中 ，1 部 分 剩余 。 直 到 折 半 到 只 有 1 枚 硬币 时 就 可 直接 找 出 假 硬币 了 。 

如 果 按 折 半 方法 来 查找 假 硬币 ， 则 其 查找 过 程 如 图 7-10 所 示 ， 与 100 枚 硬币 相似 ， 
最 多 需要 6 次 称 重 。 在 理想 情况 下 ， 称 重 1 次 ， 就 可 找 出 假 便 币 为 剩余 的 那 枚 )。 
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31 枚 硬币 
se 
第 ! 次 称 重 : % 枚 硬币 4% 枚 研 而  ! 枚 硬币 


第 ?次 称 重 : 2 枚 硬币 2 枚 硬币 
和 多 3? 决 称 重 : 1 枚 硬币 1 枚 研 而 
第 4 交 称 事 : 5 故 硬币 5 枚 锡 而 
第 5 次 称 重 : ?2 枚 硬币 2 玫 硬 而 ! 故 硬币 


we 
条 5 次 称 主 : ! 故 碾 而 1! 执 确 币 


图 7-10 


虽然 使 用 三 分 称 重 的 方法 可 以 减少 称 重 的 次 数 ， 但 那 是 有 条 件 的 ， 即 硬币 的 数量 需 
要 为 3"。 对 于 不 满足 这 个 条 件 的 情况 ， 则 没 办 法 使 用 这 种 方法 。 


7.5.3 ”编写 程序 找 出 假 硬 币 


前 面 我 们 介绍 了 用 称 重 法 找 出 假 便 币 的 过 程 ， 可 以 看 出 ， 使 用 折 半 运算 是 最 方便 、 
快速 的 方法 (虽然 用 三 分 称 重 法 可 减少 称 重 次 数 ， 但 有 特殊 的 限制 条 件 )。 

下 面 ， 我 们 编写 一 个 程序 来 模拟 这 种 折 半 称 重 。 在 程序 中 ， 通 过 随机 函数 模拟 生成 
一 枚 假 硬币 ， 并 使 其 重量 比 真 硬币 轻 。 然 后 程序 模拟 折 半 称 重 的 过 程 ， 对 任意 数量 的 硬 
币 进 行 模拟 操作 ， 并 找 出 假 硬币 所 在 序号 ， 具 体 代 码 如 下 : 

#include <stdio.h> 


#include <stdlib.h> 
#define NUMBER 100 


int main() 


int coin{[NUMBER]; // 保 存 硬币 重量 
Tn a 


int low,high,mid,totall,total2; // 保 存 每 次 称 重 后 的 数组 下 标 序 号 、 重 量 


int count=0; // 计 数 
int fake=-1; // 假 硬币 的 下 标 
srand( (int)time (NULL)); // 生 成 随机 数 种 子 
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for (i=0; i<NUMBER; i++) 
1 
coinlil]=67 


} 


// 将 硬币 全 部 设置 为 相同 重量 


s=rand () SNUMBER; // 生 成 一 个 随机 数 表 示 假 硬币 的 下 标 


coin[s]=5; 


//printf (" 假 硬币 的 下 标 :$d\n", s); 


low=0; 
high=NUMBER; // 假 硬币 范围 上 限 
mid= (high-low) /2+low; 


while (low<=mid-1) 

{ 
count++; // 称 重 次 数 
if((high-low)%2==1) 
{ 


fake=--high; 
} 


totall=total2=0; 

for (j=low; j<mid;j++) 
; totall+=coin[j]; 
0 (j=mid;j<high;j++) 
, total2+=coin[j]; 


if(totall<total2) 
{ 
high=mid; 
fake=high-17 
}else if(totall>total2) 
{ 
fake=low=mid; 
}else 
{ 
break; 


} 


// 对 应 位 置 为 假 硬币 重量 (小 于 真 硬币 重量 ) 
// 输 出 假 硬币 下 标 


// 假 硬币 范围 下 限 
// 折 半 位 置 


// 折 半 后 不 为 整数 
// 设 最 后 一 枚 硬币 为 假币 


// 重 量 初始 化 
// 累 加 左 秤 盘 硬 币 重 量 


// 累 加 右 秤 盘 硬 币 重量 


// 左 秤 盘 硬 币 重量 轻 

// 缩 小 折 半 范围 

// 保 存 可 能 的 假 硬币 下 标 
// 右 边 秤 盘 硬 币 重量 轻 


// 缩 小 折 半 范围 ， 保 存 可 能 的 假 硬币 下 标 
// 黄 边 秤 盘 重 量 相 等 


// 退 出 循环 ， 完 成 称 重 


printf ("第 sq 次 称 重 后 ， 假 币 位 于 sq 一 sd 之 间 \n", count, low,high); 


mid= (high-low) /2+low; 
| 


// 进 行 折 半 运算 


Printf (" 共 进行 了 sq 次 称 重 ， 第 sq 枚 硬币 是 假 的 ! \n", count, fake+1); 


getch () 
return 0; 


} 


以 上 代码 右 侧 有 详细 的 注释 ， 可 看 出 程序 是 完整 模拟 折 半 称 重 的 过 程 。 编 译 运 行 以 
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上 程序 ,可 看 到 如 图 7-11 所 示 的 运行 结果 。 当 然 ， 由 于 程序 中 使 用 随机 序号 作为 假 硬 币 
的 序号 ， 因 此 ， 每 次 运行 的 结果 都 不 一 样 。 要 查看 程序 运行 结果 是 否 正确 ， 应 将 上 面 程 
序 代码 中 注释 掉 的 那 一 行 启用 ， 以 显示 生成 的 随机 序号 数值 ， 用 来 和 最 终 称 重 结果 进行 
比 对 ， 看 程序 运行 是 否 正确 。 在 图 7-11 中 ， 随 机 函数 生成 的 序号 是 60， 经 过 程序 运算 
找 出 的 也 是 第 60 枚 为 假 便 币 一 一 由 于 C 语言 数组 是 从 0 开始 的 ， 因 此 ， 这 里 其 实 是 第 
61 枚 硬币 为 假 的 ， 所 以 输出 时 将 其 加 1， 显 示 为 61 (表示 在 1 一 100 枚 硬币 之 间 ， 第 61 
枚 硬币 为 假 便 币 ) 。 


68 ~ 61 


61 枚 硬币 


7.5.4 折 半 法 在 查找 中 的 应 用 


其 实 ， 折 半 法 在 查找 算法 中 应 用 得 更 多 ， 在 查找 算法 中 折 半 查找 又 称 为 二 分 查找 。 
对 于 大 批量 数据 ， 使 用 折 半 查找 可 以 大 幅 提高 查找 的 效率 。 

需要 注意 的 是 ， 要 使 用 折 半 查找 算法 ， 被 查找 的 数据 必须 要 满足 以 下 两 个 条 件 : 

口 被 查找 的 数据 是 线性 结构 保存 的 。 
口 被 查找 的 数据 是 按 关 键 字 有 序 排列 的 。 

折 半 查找 算法 的 具体 过 程 如 下 : 

假设 有 n 个 元 素 的 查找 表 ( 要 查找 的 源 数据 ) ， 首 先 计 算 位 于 查找 表 中 间 位 置 元 素 
的 序号 m (m=n/2) ， 取 s[m] 的 关键 字 与 给 定 值 key 进行 比较 ， 比 较 结果 有 3 种 可 能 : 

(1) 若 sm]=key， 表 示 查 找 成 功 ， 找 到 所 查 关键 字 的 位 置 m。 

(2) 若 s[m]>key， 表 示 关 键 字 key 只 可 能 在 查找 表 的 前 半 部 分 〈 因 查找 表 中 的 数据 
是 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 》， 则 在 前 半 部 分 继续 进行 折 半 查找 。 

(3) 若 sm]<key， 表 示 关 键 字 key 只 可 能 在 查找 表 的 后 半 部 分 ， 则 在 后 半 部 分 继续 
进行 折 半 查找 。 

可 以 看 到 ， 与 前 面 进行 折 半 称 重 类 似 ， 每 经 过 一 次 查找 ， 就 将 被 查找 数据 的 范围 缩 
小 一 半 。 通 过 多 次 查找 后 ， 可 将 查找 范围 缩小 到 一 个 数据 ， 最 终 可 比较 这 个 数据 是 否 为 
要 查找 的 关键 字 。 

在 查找 中 ， 并 不 能 保证 所 查找 的 关键 字 必 定 在 被 查找 数据 中 存在 ， 当 查找 范围 缩小 
到 只 剩 下 一 个 元 素 ， 而 该 元 素 仍 与 关键 字 不 相等 时 ， 则 说 明 查 找 失败 。 

根据 前 面 的 描述 ， 我 们 先 手 工 演示 一 下 查找 过 程 。 例 如 ， 在 以 下 10 个 数据 ， 要 求 
查找 出 关键 字 65 所 在 位 置 的 序号 。 
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用 折 半 查找 法 查找 关键 字 65， 查 找 过 程 如 下 : 


13, 44, 57, 59, b0, b5, TJ], 84, 98 
学 1 涛 | 


Wo .0 ,Tl 04, ?8 
学 之 区 Mid 


1 1, 9 0, 5, 7， 84, ?08 


多 # 次 1 


| CT 9 | 


第 4: 1 
从 上 面 的 查找 过 程 可 看 出 ， 通 过 4 次 比较 ， 可 找到 关键 字 65 所 在 的 位 置 。 
在 上 面 这 10 个 数据 中 ， 如 果 要 查找 关键 字 50 的 位 置 ， 其 查找 过 程 如 下 : 


2,，13， 特 外， 办，b0，b5，T1，84,，98 
各 从 i 


Mid 


We ST 9 0 5 T1804, ?8 


当 2 沈 |, 


| 0, 65, 3704. 2 


T 


条 到 类 id 


13, 44, 57, 59,b0, 455， JT]， 84, 98 
第 4 次 | 
从 上 面 的 过 程 可 看 出 ， 通 过 4 次 比较 ， 当 查找 范围 缩小 到 只 剩 一 个 元 素 ， 仍 没有 找 
到 指定 关键 字 ， 则 说 明 查 找 失 败 。 
根据 以 上 对 折 半 查找 法 的 描述 ， 可 编写 如 下 折 半 查找 程序 。 


#include <stdio.h> 
#define ARRAYLEN 10 


210* 


第 7 章 翻 一 番 是 多 少 


int source[]={2,13,44,57,59,60,65,77,84,98}; 


int BinarySearch (int s[],int n,int key) 
i 
int low,high,mid; 


low=0; 
high=n-1; 
while (low<=high) // 查 找 范围 包含 至 少 一 个 元 素 
| 
mid= (lowthigh) /2; // 计 算 中 间 位 置 序号 
if(s[mid]==key) // 中 间 元 素 与 关键 字 相 等 
return mid; // 返 回 序号 
else if(s[mid]>key) // 中 间 元 素 大 于 关键 字 
high=mid-1; // 重 定义 查找 范围 
else // 中 间 元 素 小 于 关键 字 
low=mid+1; // 重 定义 查找 范围 
} 
return -1; // 返 回 查找 失败 


int main() 
int key,i,pos; 


printf (" 请 输入 要 查找 的 关键 字 :") ; 
scanf ("%d", gkey); // 输 入 查找 关键 字 


pos=BinarySearch (source,ARRAYLEN, key) ; // 调 用 折 半 查找 函数 进行 查找 


printf (" 原 数据 表 :") ; 

for (i=0; i<ARRAYLEN; i++) // 显 示 查 找 表 中 的 数据 
printf("%d ",source[i]); 

Printt( Nn 


if (pos>=0) // 根 据 查找 结果 输出 不 同 的 值 
printf ("查找 成 功 ， 该 关键 字 位 于 数组 的 第 %q 个 位 置 。\n", pos); 
else 


printf ("查找 失败 !\n"); 


getch(); 
return 0; 


} 
这 段 程序 的 代码 很 简单 ， 与 前 面 折 半 称 重 的 程序 类 似 ， 编 译 运 行 以 上 代码 ， 输 入 查 
找 关 键 字 “65”， 将 得 到 如 图 7-12 所 示 的 结果 。 


:65 
44 57 59 69 65 77 84 98 


次 下拉 才 旨 的 党 个 各 秆 。 


图 7-12 


人 
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数理 迪 辑 又 称 符号 逻辑 、 理 论 逻 辑 ， 它 既是 数学 的 一 个 分 支 ， 也 是 逻辑 学 的 一 个 分 
支 。 数 理 逻 辑 是 用 数学 方法 研究 逻辑 或 形式 逻辑 的 学 科 。 其 研究 对 象 是 对 证 明和 计算 这 
两 个 直观 概念 进行 符号 化 以 后 的 形式 系统 。 数 理 逻 辑 是 数学 基础 的 一 个 不 可 缺少 的 组 成 
部 分 。 虽 然 名 称 中 有 好 和 辑 两 字 ， 但 并 不 属于 单纯 逻辑 学 范畴 。 


8.1 逻辑 的 重要 性 


数理 逻辑 就 是 精确 化 、 数 学 化 的 形式 逻辑 ， 它 是 现代 计算 机 技术 的 基础 。 作 为 程序 
员 ， 必 须 掌握 数理 逻辑 的 相关 知识 。 这 样 ， 不 仅 在 编写 程序 时 不 会 出 现 罗 辑 错 误 ， 并 且 
在 编写 项 目 文档 等 用 自然 语言 描述 的 信息 时 ， 也 同样 能 做 到 表达 清楚 ， 不 会 产生 歧义 。 

其 实 ， 不 仅 在 计算 机 项 目 中 逻辑 非常 重要 , 在 日 常生 活 中 ,， 风 辑 也 非常 重要 。 例 如， 
我 们 编写 报告 、 发 言 稿 、 总 结 等 公文 ， 与 朋友 聊天 等 活动 ， 都 需要 有 一 定 的 逻辑 思维 能 
力 ， 按 一 定 的 逻辑 关系 来 进行 。 


8.1.1 ”模棱两可 的 表述 


什么 叫 “ 模 棱 两 可 ”? 我 们 先 通过 一 个 故事 来 看 这 个 词 的 来 历 。 

唐朝时 代 ， 栾 城 有 一 个 人 ， 名 字 叫 苏 味道 。 他 九 岁 的 时 候 就 会 写 文章 ， 后 来 和 他 的 
同乡 李峰 都 以 才学 出 名 ， 当 时 的 人 合 称 他 们 为 苏 李 。 苏 味道 在 二 十 岁 的 时 候 ， 考 取 了 进 
士 ， 曾 做 到 吏 部 侍郎 的 职位 。 后 来 在 武则天 当 皇 帝 的 时 候 做 了 宰相 。 根 据 “ 唐 书 ” 的 记 
载 ， 苏 味道 做 了 宰相 以 后 ， 只 求 保持 个 人 的 地 位 和 安全 ， 处 理事 情 总 是 这 样 办 也 行 ， 那 
样 办 也 可 以 ， 却 从 不 表示 明确 的 态度 和 意见 ， 更 谈 不 上 什么 创新 和 改革 了 。 他 还 常常 对 
别人 说 :“ 处 理事 情 不 能 做 明确 的 决断 。 因 为 如 果 发 生 了 错误 ， 就 要 负 失 责 的 责任 ， 只 要 
保持 “ 模 棱 ; 两 端 就 可 以 了 。” 当 时 的 人 听 他 这 么 一 说 ， 都 叫 他 “ 苏 模 棱 ” 或 者 是 “ 模 棱 
手 "“ 模 棱 ” 是 指 方向 可 左 可 右 的 意思 。 因 此 ， 后 人 在 遇 到 有 人 说 话 或 处 理事 情 不 做 明 
确 的 决断 ， 也 不 表示 鲜明 的 态度 ， 可 以 或 不 可 以 都 行 ， 就 叫做 “模棱两可 ”。 

我 们 来 看 一 下 现实 生活 中 一 些 常见 的 模棱两可 的 表述 。 

案例 一 

在 购买 手机 时 ， 征 求 朋 友 的 意见 : 你 看 这 款 手机 屏幕 很 大 ， 玩 游戏 很 好 ; 另外 这 一 
款 屏幕 比较 小 ， 不 过 样式 很 好 。 你 觉得 应 该 买 哪 款 ? 


第 8 章 数理 逻辑 一 一 非 此 即 彼 


朋友 : 屏幕 大 的 这 款 不 错 ， 屏 幕 小 的 这 款 也 很 好 。 

听 了 朋友 的 意见 ， 你 有 什么 感想 ? 

案例 二 

团队 开会 讨论 项 目的 两 个 完全 相反 的 发 展 模式 时 ， 甲 : 我 支持 A 模式 。 
乙 : 我 赞同 B 模式 。 

两 : 我 觉得 A、B 两 种 模式 都 很 好 。 

如 果 你 是 项 目 负 责 人 ， 听 到 两 的 这 种 意见 ， 有 什么 想法 ? 


8.1.2 ”肯定 或 否定 


在 很 多 时 候 ， 为 了 消除 歧义 ， 我 们 不 需要 模棱两可 的 表示 ， 而 是 希望 听 到 明确 的 肯 
定 或 否定 表述 ， 即 只 需要 回答 yes 或 no。 

使 用 逻辑 ， 可 以 消除 歧义 ， 准 确 描述 事物 。 

对 于 程序 员 来 说 ， 应 该 已 经 知道 逻辑 的 基本 是 两 个 分 支 : 逻辑 成 立 、 届 和 辑 不 成 立 。 
在 很 多 场合 ， 关 于 这 两 个 分 支 还 有 很 多 不 同 表述 ， 如 真 / 假 、 是 / 否 、Yes/No、True/False、 
1/0。 在 C 语言 系统 中 ， 对 于 逻辑 值 的 表示 用 “ 非 0”( 表 示 真 ) 和 “0”( 表 示 假 ) 来 
表示 。 


2 
有 
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8.1.3 程序 中 的 逻辑 判断 


正 是 由 于 逻辑 代数 〈 布 尔 代数 ) 的 创立 和 发 展 ， 为 数字 电路 设计 打下 理论 基础 ， 才 
产生 了 今天 被 广泛 应 用 到 各 行 各 业 的 电子 计算 机 。 

在 计算 机 应 用 中 ， 除 了 硬件 电子 线路 采用 轴 辑 电路 之 外 ， 程 序 设计 中 的 罗 辑 判断 也 
是 必 不 可 少 的 。 在 计算 机 程序 中 使 用 逻辑 判断 功能 ， 使 设计 的 程序 具有 智能 判断 能 力 ， 
可 根据 不 同 的 条 件 进 行 分 支 ， 以 执行 不 同 的 程序 片断 。 

作为 程序 员 的 我 们 都 知道 以 下 公式 : 


jk 上 
而 算法 又 可 以 用 以 下 公式 来 表示 : 
pk 、 
管 法 = 旭 辑 + 控 币 
由 此 可 见 ， 逻 辑 在 程序 设计 中 的 重要 性 。 
所 有 的 程序 设计 语言 都 离 不 开 逻 辑 判 断 语句 ， 如 C 语言 中 可 通过 证 语句 、switch 语 
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句 等 进行 逻辑 判断 。 其 他 程序 设计 语言 (如 Java、Basic 等 ) 也 提供 了 类 似 功能 的 语句 。 

逻辑 判断 是 程序 中 最 常用 的 功能 。 例 如 ， 根 据 我 国 相关 法 规 的 规定 ， 年 满 18 周岁 
的 成 年 人 才能 单独 进入 网 吧 上 网 ， 因 此 网 吧 管 理 系 统 中 ， 就 需要 根据 上 网 者 提供 的 身份 
证 进行 判断 。 这样 就 会 产生 两 种 情况 :一 种 是 已 满 18 周岁 ,可 以 在 网 吧 上 网 ; 另 一 种 情 
况 是 未 满 18 周岁 ， 则 不 允许 在 网 吧 上 网 。 这 两 种 情况 可 表示 为 图 8-1 所 示 。 


| 欢 鱼 亡 必 | 把 绝 进 入 ! 
图 8-1 


图 8-1 所 示 迪 辑 非 常 简 单 ， 可 以 用 以 下 程序 来 实现 其 功能 。 


#include <stdio.h> 


int main() 
{ 
int age; 


printf ("请 输入 年 龄 :") ; 


scanf ("%d", gage); 
if (age<18) 


{ 
printf ("对 不 起 ， 你 不 能 单独 进入 网 吧 ! \n"); 
}elsef{ 


printf ("欢迎 光临 ! \n"); 


getch(); 
return 0; 


8.2 命题 逻辑 


命题 逻辑 是 数理 逻辑 的 基础 部 分 ， 什 么 是 命题 ? 如 何 表 示 命 题 ? 如 何 构造 复杂 的 命 
题 ? 下 面 我 们 来 讨论 这 些 问题 。 
8.2.1 什么 是 命题 


命题 是 指 一 个 判断 的 语义 ， 通 俗 地 说 ， 能 判断 真 假 的 陈述 句 就 称 为 命题 。 例 如 : 
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0 中 国 位 于 亚洲 ， 
2 北京 足 中 国 的 首都 
9) 大 了 B 阳 WH 车 方 升 起 ， 
中 ? 旺 一 个 素数 
(5) Pf 有 三 外形 内 角力 3%0 度 。 
由 2 二 3 史 积 大 于 wo， 
以 上 6 个 语句 都 是 陈述 句 ， 并 且 每 个 陈述 句 都 能 判断 出 真 假 ， 因 此 ， 这 6 个 语句 都 
是 命题 。 
其 中 (1)、(2)、(3) 这 3 个 语句 所 陈述 的 内 容 与 事实 相符 ， 都 是 正确 的 ， 称 为 真 
命题 ， 或 称 命题 的 值 为 “ 真 ”， 可 记 为 True 或 数字 1 。 
而 (4)、(5)、(6) 这 3 个 语句 所 陈述 的 内 容 明 显 与 事实 不 符 ， 是 不 正确 的 (9 不 是 
一 个 素数 、 三 角形 内 角 和 为 180 度 、2 乘 3 的 积 小 于 10)， 称 为 假 命题 ， 或 称 命题 的 值 为 
“ 假 ”， 可 记 为 False 或 数字 0。 
接着 看 下 面 的 例子 : 
(0) 2020 年 我 国 苦 邓 民 众 可 坐 神 
和 二 船上 大 乓 ， 
(8) 12D1 等 于 4, 
9) 《go 时 下 而 ， 于 人 么 地 就 浊 ， 
对 于 第 (7) 句 ， 由 于 现在 是 2013 年 ， 目 前 只 有 经 过 特殊 训练 的 航天 员 才 能 通过 神 
舟 飞 船上 太空 ， 而 2020 年 时 普通 民众 是 否 能 乘坐 神舟 飞船 上 太空 ， 还 是 一 个 未 知 的 值 。 
但 到 2020 年 年 底 时 , 这 名 语句 的 值 就 是 一 个 确定 值 了 , 如 果 到 时 普通 民众 可 以 坐 神舟 飞 
船上 太空 ， 则 这 个 陈述 句 是 正确 的 ， 为 真 命题 ， 其 值 为 True 或 数字 1; 反之 ， 则 这 个 陈 
述 句 是 不 正确 的 ， 为 假 命 题 ， 其 值 为 False 或 数字 0。 
对 于 第 (8) 句 ， 从 十 进 制 角度 来 看 ， 其 陈述 的 内 容 是 不 正确 的 ; 但是， 从 二 进 制 
角度 来 看 ， 其 陈述 的 内 容 又 是 正确 的 。 对 于 这 种 对 错 不 确定 的 陈述 句 ， 不 能 称 为 命题 。 
对 于 第 (9) 句 所 陈述 的 内 容 与 事实 相符 ， 是 正确 的 ， 为 真 命题 。 只 是 这 人 句 与 前 面 
那些 陈述 句 有 所 不 同 ， 是 根据 一 个 命题 推出 男 一 个 命题 。 
需要 注意 ， 命 题 必须 是 一 个 陈述 句 ， 如 果 为 其 他 类 型 的 语句 ， 也 不 能 称 为 命题 。 例 如 : 
U0) 请 把 门 关 上 ， 
UD 中 午 吃 什么 ，? 
(2 今天 真 襄 忆 0 阿 / 
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第 (10) 句 为 祈 使 句 、 第 (11) 句 为 疑问 多、 第 〈12) 句 为 感叹 句 ， 对 于 这 些 不 是 
陈述 句 的 表述 ， 都 不 能 称 为 命题 。 

总 结 一 下 : 能 够 判断 真 假 的 陈述 句 叫 做 命题 ， 正 确 的 命题 叫做 真 命题 ， 错 误 的 命题 
叫做 假 命题 。 命 题 的 值 要 么 为 Tue， 要 么 为 False， 不 能 确定 为 True 或 False 的 不 能 称 为 


命题 。 
8.2.2 ”命题 的 逻辑 形式 


前 面 列举 了 很 多 命题 的 例子 ， 从 这 些 例子 可 以 看 出 ， 命 题 的 形式 多 种 多 样 。 对 于 这 
些 种 类 繁多 的 命题 ， 可 使 用 简单 的 逻辑 形式 进行 表达 。 命 题 的 轴 辑 形式 就 是 命题 各 部 分 
之 间 的 联系 方式 , 许多 内 容 上 千差万别 的 命题 , 其 各 部 分 之 间 的 联系 方式 可 能 是 相同 的 ， 
从 而 具有 相同 的 形式 。 

通常 可 用 带 下 标 〈 或 不 带 下 标 ) 的 英文 字母 A、B、C、.…… PS Re Ai、 
Bx GF.0.8 Pi、Qi、Ri 等 表示 命题 。 

对 于 命题 : 


Ph 有 护 事 件 都 有 产生 它 擅 局 公 


可 用 风 辑 形式 表示 为 如 下 形式 : 


Pf 有 D5 孝 星 PP 
即将 “事件 ”用 S 表示 ，P 表示 “产生 它 的 原因 ”。 
而 对 于 下 面 的 命题 : 
这 个 班 所 有 的 人 都 出 生 于 0971 年 
可 用 逻辑 形式 表示 为 如 下 形式 : 


p 有 的 5 都 时? 
这 里 用 $ 表示 “这 个 班 的 人 ”了 表示 “出 生 于 1997 年 ”。 
再 看 一 个 类 似 形式 的 命题 : 


儿 有 的 全 属 都 足 季 了 红 的 
也 可 用 相同 的 逻辑 形式 来 表示 。 
对 于 以 上 3 个 描述 不 同事 物 、 内 容 有 很 大 区 别 的 命题 ， 通 过 用 逻辑 形式 来 表示 可 以 
看 出 ， 这 3 个 命题 具有 共同 的 形式 。 这 种 命题 的 逻辑 形式 相同 ， 就 是 这 3 个 命题 所 共同 
具有 的 、 各 部 分 之 间 的 联系 方式 。 
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8.2.3 简单 命题 


了 解 命题 的 概念 和 逮 辑 形式 之 后 ， 接 下 来 我 们 来 看 命题 的 分 类 。 根 据 命题 是 否 可 分 
解 为 其 他 命题 ， 可 将 命题 分 为 简单 命题 和 复合 命题 

简单 命题 是 指 不 包含 其 他 命 ; 题 作为 其 组 成 部 分 的 命题， 即 在 结构 上 不 能 再 分 解 出 其 
他 命题 的 命题 。 

简单 命题 一 般 又 分 为 两 类 ， 一 类 是 性 质 命 题 (直言 命题 )， 它 只 有 一 个 主 项 和 一 个 
谓 项 ， 谓 项 反映 的 是 对 象 的 性 质 。 例 如 : 


全 属 星 和 邹 包 的 ， 
有 些 花 星 红 的 。 


另 一 类 的 是 关系 命题 ， 它 不 限于 一 个 主 项 ， 谓 项 反映 的 是 主 项 之 间 存 在 的 关系 ， 
例如 : 


武汉 信子 北京 与 长 小 亏 问 ， 
人 张 三 和 李 四 星 同 写 ， 
以 下 的 例子 都 是 简单 命题 : 
花 都 足 牟 色 的 ， 
今天 下 午 5* 点 咎 班 ， 
0) ee 
简单 命题 一 般 难 以 划分 前 提 和 结论 ， 因 此 简单 命题 的 真 假 判 断 不 能 依靠 命题 逻辑 推 
理 ， 其 真 假 只 能 依据 客观 事实 或 生活 经 验 自行 判断 。 例 如 ， 本 节 中 〈1) ~ 〈7) 的 命题 
中 ，(1)、(2)、(3)、(5) 项 都 可 以 根据 客观 事实 或 生活 经 验 判断 为 真 命题 。 而 第 〈4) 


项 如 果 张 三 和 李 四 是 同学 ， 则 是 真 命题 ， 否 则 为 假 命题 。 第 (6)、(7) 项 也 需要 根据 实 
际 情况 进行 判断 ， 如 果 所 陈述 的 内 容 与 事实 相符 ， 则 是 真 命题 ， 否 则 为 假 命题 。 


8.2.4 复合 命题 


复合 命题 是 指 可 以 分 解 为 更 简单 命题 的 命题 。 而 且 ， 这 些 简单 命题 之 间 是 通过 逻辑 
联结 词 “ 或 ”“ 且 ””“ 非 “如 果 …… 那 么 ……”、“ 当 且 仅 当 ” 等 和 标点 符号 复合 而 构 
成 的 一 个 命题 。 

例如 ， 如 下 命题 就 是 复合 命题 。 


27a 


程序 员 的 数学 思维 修炼 〈 趣 味 解 读 ) 


D1 可 以 被 ;区 +4 束 除 ， 
CO 正方 开 的 对 角 线 互相 一直 生生 分 ， 
.068 星 症 整数， 
对 于 第 (1) 项 命题 ， 可 分 解 为 以 下 两 个 命题 ， 并 用 “或 ”联结 词 联结 。 
@ 02 可 以 被 ?整除 
到 
4) 可 以 被 1 整除 
类 似 地 ， 对 于 第 (2) 项 命题 ， 可 分 解 为 : 


@ 正方 开 的 对 角 线 互相 一直 
区 
中 正方形 的 对 角 线 互相 平分 


而 对 于 第 〈3) 项 命题 ， 很 可 能 会 将 其 判断 为 简单 命题 ， 注 意 其 中 包含 了 “ 非 ” 联 
结 词 ， 这 是 一 个 复合 命题 ， 应 分 解 为 


并 08 中 整数 ) 
8.2.5 复合 命题 的 联结 词 


命题 逻辑 中 的 联结 词 可 归纳 为 5 种 : 合 取 联结 词 ( 且 )、 析 取 联 结 词 ( 或 )、 否 定 联 
结 词 〈 非 ) 条件 联 结 词 (如 果 …… 则 ……)、 双 条 件 联结 词 ( 当 且 仅 当 )， 下 面 分 别 介绍 。 


1. 合 取 联结 词 ( 且 ) 


用 联结 词 “ 且 ”将 简单 命题 p 与 简单 命题 q 联结 起 来 成 为 一 个 新 命题 ， 记 作 p 八 q， 
读 作 “p 且 q” 或 “p 合 取 q”。 

对 于 复合 命题 p 八 gq， 该 如 何 判 断 其 真 假 呢 ? 

当 两 个 简单 命题 p 和 q 都 是 真 命题 时 ， 形 成 的 新 命题 “p 且 q” 就 是 真 命题 。 如 果 
两 个 命题 p 和 q 其 中 有 一 个 是 假 命题 ， 形 成 的 新 命题 “p 且 q” 就 是 假 命题 。 

对 简单 命题 ， 我 们 是 直接 以 事实 为 依据 来 判定 其 真 假 。 复 合 命题 则 不 同 ， 它 是 由 联 
结 词 联结 支 命题 而 构成 的 ， 复 合 命 题 描述 的 是 支 命题 之 间 的 逻辑 关联 。 支 命题 之 间 的 由 
辑 关 联 就 表现 为 支 命题 的 真 假 对 整个 复合 命题 真 假 的 制约 关系 ， 因 此 ， 复 合 命题 的 真 假 
是 由 支 命题 的 真 假 决 定 的 。 
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要 判断 复合 命题 的 真 假 ， 可 通过 真 值 表 进行 操作 。 将 复合 命题 中 各 支 命题 的 真 假 情 
况 列 在 一 张 表 中 ， 然 后 根据 联结 词 的 不 同 ， 即 可 得 到 不 同 的 真 假 情况 。 

对 于 用 “ 且 ” 联 结 词 联结 的 复合 命题 ， 命 题 的 真 假 由 联结 的 两 个 支 命题 决定 。 例 如 ， 
对 于 “p 且 q” 这 个 复合 命题 ， 可 制作 如 表 8-1 所 示 的 真 值 表 。 


表 8-1 真 值 表 


在 表 8-1 中 ， 用 数字 1 表示 录 辑 真 ， 数 字 0 表示 逻辑 假 。 只 有 当 P 和 q 都 是 真 命题 
时 ， 新 命题 “p 且 q” 才 是 真 命题 。 

0 “ 且 ” 还 可 用 电路 来 实现 , 如 图 8-2 所 示 , 命题 p 和 q 各 表示 一 个 开关 ， 
灯 表 示 复 合 命 题 “p 八 q” 的 真 假 。 当 p 和 q 这 两 个 开关 都 接 通 后 ， 复 合 命题 “pAq” 的 
结果 才 为 真 如 亮 )， 其 他 情况 灯 都 不 亮 。 

ae 联结 词 “ 且 ”与 自然 语言 中 的 “和 ”“ 与 ”“ 并 且 ”“ 而 且 ”“ 同 时 ”、 
1 ”等 的 含义 相当 。 


2. 析 取 联结 词 (或 ) 


用 联结 词 “ 或 ”把 p 与 q 联结 起 来 成 为 一 个 新 命题 ， 记 作 pVq， 读 作 “p 或 q” 或 
“p 析 取 q”。 
对 于 复合 命题 PVq， Pa pss 
当 两 个 命题 p 和 q 中 有 一 个 是 真 命题 时 ， 形 成 的 新 命题 “p 或 q” 就 是 真 命 
两 个 命题 p 和 q 都 是 假 命题 时 ， pp 命题 “p 或 q” 就 是 假 命题 , 其 真 值 表 如 表 8- ni 
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表 8-2 析 取 联结 词 真 值 表 


从 表 8-2 中 可 看 到 ， 只 有 当 P 和 ci 新 命题 “p 或 q” 才 是 假 命题 ， 其 
他 情况 下 ， 新 命题 “p 或 q” 都 是 真 命 

“或 ”也 可 用 ce 如 图 8-3 所 示 , 命题 p 和 q 各 表示 一 个 开关 ， 
灯 表 示 复 合 “pVq” 的 真 假 。 当 p 和 q 这 两 个 开关 都 断 开 后 ， 复 合 命 题 “pVq” 的 
结果 才 为 假 pr 其 他 情况 灯 都 亮 。 


图 8-3 


可 以 看 出 ， 联 结 词 “ 或 ”与 自然 语言 中 的 “或 者 ”的 含义 相当 ， 但 是 也 要 注意 ， 联 
结 词 “ 或 ”与 自然 语言 中 的 “或 ” 的 意义 并 不 完全 相同 ， 自 然 语言 中 的 “或 ” 既 可 以 表 
示 “ 排 斥 或 ”， ma “可 兼 或 ”， 而 在 数理 逻辑 中 的 联结 词 “ 或 ”表示 “可 兼 或 ”。 

例如 ， 有 以 下 复合 命题 


a 
在 这 个 复合 命题 中 ,“ 或 ”是 一 种 “排斥 或 ” 即 “ 打 篮球 ”和 “ 踢 足 球 ” 只 能 二 选 
一 ， 不 能 同时 都 为 真 命题 。 
而 下 面 的 复合 命题 
发 加 会 二 
在 这 个 复合 命题 中 ,“ 或 ”是 一 种 “可 兼 或 ”， 即 we 或 “ 参 
加 会 议 的 领导 是 总 经 理 ” 这 两 个 简单 命题 有 可 能 都 是 真 命题 
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3. 否定 联结 词 ( 非 ) 


对 于 一 个 命题 p， 如 果 仅 将 它 的 结论 否定 ， 就 得 到 一 个 新 命题 ， 记 作 -p， 读 作 “ 非 
Ps 

对 于 命题 “-p” 的 真 假 可 以 很 简单 地 判定 : 在 命题 和 它 的 非 命题 中 ， 有 一 个 且 只 有 
一 个 是 真 命题 。 

也 就 是 说 ， 在 命题 “ 非 p” 中 ， 若 命题 p 为 真 命 题 ， 则 复合 命题 “ 非 p” 为 假 命 题 ; 
反之 ， 若 p 为 假 合 题 ， 则 复合 命题 “ 非 p” 为 真 命题 ， 其 真 值 表 如 表 8-3 所 示 。 


表 8-3 ”否定 联结 词 真 值 表 


Pp 非 p 
i 0 
0 1 


对 于 联结 词 “ 非 ” 也 可 用 电路 来 实现 。 如 图 8-4 所 示 ， 命 题 p 表示 一 个 开关 ， 灯 表 
示 复 合 命题 “-p” 的 真 假 。 当 p 开关 断 开 后 ， 复 合 命题 “-p” 的 结果 才 为 真 〈 灯 亮 )， 
当 p 开关 接 通 后 ， 复 合 命题 “-p” 的 结果 为 假 〈( 灯 灭 )。 


联结 词 “ 非 ”与 自然 语言 中 的 “ 非 ””“ 不 ”“ 没 有 ”等 语义 相当 。 


4. 充分 条 件 联接 词 “如 果 …… 那 么 ……) 
联结 词 “ 如 果 …… 那 么 ……” 也 经 常 使 用 ， 例 如 ， 对 于 命题 “如 果 下 雨 ， 那 么 地 就 


是 湿 的 ”就 是 用 这 个 联结 词 来 联结 两 个 命题 。 

对 于 “如 果 p， 那 么 q” 这 种 形式 的 复合 命题 ， 叫 做 p 强 涵 q， 记 作 p 一 q。 Pp 称 为 前 
件 (或 前 提 )，q 称 为 后 件 (或 结论 )。 
通过 “如 果 … 生 那么 ”这 种 联结 词 联系 的 命题 称 为 假 言 命题 ， 表 示 事 物 间 的 条 
件 关 系 如 下 《〈 如 图 8-5 所 示 )。 

口 如 果 有 事物 情况 p， 则 必然 有 事物 情况 q; 
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口 如 果 没有 事物 情况 p， 未 必 有 事物 情况 q。 
对 于 以 上 轴 辑 关系 ，P 就 是 q 的 充分 而 不 必要 的 条 件 ， 简 称 充分 条 件 。 因 此 ， 这 类 
假 言 命题 也 称 为 充分 条 件 假 言 命题 


| 如 里 非 站? | 如 里 非 | 二 一人] 不 一 祷 ， | | 下 一 十， 定 4 ~ 


在 自然 语言 中 ， 前 件 为 假 ， 不 管 结论 真 假 ， 整 个 语句 的 意义 往往 无 法 判断 。 但 是 ， 
在 充分 条 件 假 言 命题 逻辑 中 ， 如 果 前 件 真 而 后 件 假 ， 则 该 充分 条 件 假 言 命 题 才 是 假 的 ; 
如 果 不 是 “前 件 真 而 后 件 假 ” 则 该 充分 条 件 假 言 命题 都 是 真 。 这 种 真 假 关系 可 用 表 8-4 
表示 。 


表 8-4 ”充分 条 件 联结 词 真 值 表 


了 p 一 4 
0 1 
0 1 
1 0 
1 


也 可 这 样 理解 .充分 条 件 的 特征 是 肯定 前 件 就 必须 肯定 后 件 ， 否 定 后 件 就 必须 否定 
前 件 。 只 否定 前 件 是 不 能 否定 后 件 的 ， 只 肯定 后 件 也 不 能 肯定 前 件 。 

对 于 表 8-4 所 示 的 真 值 表 没 有 前 几 种 联结 词 的 真 值 表 好 理解 ， 下 面 我 们 用 一 个 例子 
来 解释 一 下 。 例 如 ， 有 以 下 复合 命题 : 


如 时 丰 而， 那儿 地 就 会 章 ， 
前 件 是 “下 雨 ”， 后 件 是 “地 就 会 湿 ” 分 以 下 4 种 情况 : 
(1) 前 件 为 真 命题 ( 即 下 雨 )， 后 件 也 为 真 命题 〈 即 地 湿 了 )， 则 复合 命题 为 真 命题 。 
(2) 前 件 为 真 命题 〈 即 下 雨 )， 后 件 为 假 命 题 〈 即 地 没有 湿 )， 则 复合 命题 也 为 假 
命题 。 
(3) 前 件 为 假 命题 〈 即 不 下 雨 )， 后 件 为 真 命题 〈 即 地 湿 了 )， 则 复合 命题 也 为 真 


(4) 前 件 为 假 命题 〈 即 不 下 雨 )， 后 件 为 假 命题 〈 即 地 没有 湿 )， 则 复合 合 题 为 真 
合 题 。 

可 以 看 出 ， 只 有 当前 件 为 真 合 题 ， 后 件 为 假 命题 时 ， 复 合 命题 “p 一 q” 才 是 假 命 题 

需要 注意 的 是 ， 当 Pp 为 假 时 ， 只 是 命题 “p 一 q” 为 真 ， 而 非 后 件 的 结论 q 为 真 。 
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5， 必 要 条 件 联接 词 (只 有 …… 才 ……) 
联结 词 “只 有 …… 才 ……” 也 是 经 常 使 用 的 ， 例 如 ， 对 于 命题 “只 有 年 满 十 八 周岁 ， 


才 有 选举 权 ” 就 是 用 这 个 联结 词 来 联结 两 个 命题 。 

对 于 “只 有 p， 才 q” 这 种 形式 的 复合 命题 ， 叫 做 由 p 逆 蕴 涵 q， 记 作 p 一 q。p 称 为 
前 件 (或 前 提 )，q 称 为 后 件 (或 结论 )。 
通过 “只 有 …… 才 ……” 这 种 联结 词 联系 的 命题 也 是 一 个 假 言 命题 ， 表 示 事 物 间 的 
条 件 关系 如 下 如 图 8-6 所 示 )。 
口 ”如 果 没 有 事物 情况 p， 则 必然 没有 事物 情况 q; 
口 ” 如 果 有 事物 情况 p， 而 未 必 有 事物 情况 q。 

对 于 以 上 逻辑 关系 ，p 就 是 q 的 必要 而 不 充分 的 条 件 ， 简 称 必 要 条 件 。 因 此 ， 这 类 
假 言 命题 也 称 为 必要 条 件 假 言 命题 。 


必要 条 件 假 言 命题 与 其 支 命题 〈 前 件 、 后 件 ) 之 间 的 真 假 关 系 是 : 如 果 前 件 假 而 后 
件 真 ， 则 该 必要 条 件 假 言 命题 才 是 假 的 ; 如 果 不 是 “前 件 假 而 后 件 真 ” 则 该 充分 条 件 假 
言 命题 是 真 的 。 这 种 真 假 关系 如 表 8-5 所 示 真 值 表 表 示 。 


表 8-5 ”必要 条 件 联结 词 真 值 表 


P pq 
0 1 
0 0 
1 1 
1 nL 


6， 充 要 条 件 联结 词 ( 当 且 仅 当 ) 
首先 来 看 下 面 这 个 复合 命题 : 
车 冰 浊 : 林 显 香草 口味 鸭 ， 小 
于 会 吃 谤 个 六 湛 漂 ， 
这 个 复合 命题 可 改 成 以 下 形式 : 
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如 时 冰 浊 洒 显 下 草 口 味 的 ， 那 
么 小 王 会 吃 这 个 冰 浊 洒 ， 
可 以 看 出 ， 这 可 以 用 条 件 联接 词 进行 连接 ， 即 可 用 “p 一 q” 来 表示 。 
在 命题 中 添加 “ 当 且 仅 当 ”后 ， 得 到 如 下 命题 : 


步 且 仅 沙 冰 浊 尖 旺 百 划 口味， 
小 王 会 吃 这 个 六 湛 淋 ， 

在 这 个 命题 中 ， 当 p (冰淇淋 是 香草 口味 为 真 命题 时 ，q〔 小 王 吃 冰淇淋 ) 为 真 命 
题 ， 反 过 来 ， 当 q〔 小 王 吃 冰淇淋 ) 为 真 命题 时 ，p〔 冰 淇 淋 是 香草 口味 〉 必 为 真 命题 。 
而 当 p 冰 淇 淋 是 香草 口味 ) 为 假 命 题 时 ，q (小 王 吃 冰淇淋 ) 也 为 假 命题 〈 即 冰淇淋 不 
是 香草 口味 ， 小 王 不 会 吃 ); 当 q (小 王 吃 冰淇淋 ) 为 假 命 题 时 ，p〔 冰 淇 淋 是 香草 口味 ) 
也 为 假 命题 〈 即 小 王 不 吃 冰 淇 淋 ， 则 冰淇淋 不 为 香草 口味 )。 

如 果 既 有 p 一 q， 又 有 q 一 p， 就 称 “p 当 且 仅 当 q”， 记 作 pe>q。 

通过 “ 当 且 仅 当 ”这 种 联结 词 联结 的 命题 也 是 一 个 假 言 命题 ， 表 示 事 物 间 的 条 件 关 
系 如 下 〈 如 图 8-7 所 示 )。 

口 如 果 有 事物 情况 p， 则 必然 有 事物 情况 q; 
口 如 果 没 有 事物 情况 p， 则 必然 没有 事物 情况 q。 
对 于 以 上 逻辑 关系 ，p 就 是 q 的 充分 必要 条 件 ， 简 称 充 要 条 件 。 因 此 ， 这 类 假 言 命 


充分 必要 条 件 假 言 命题 与 其 支 命题 〈 前 件 、 后 件 ) 之 间 的 真 假 关 系 是 : 如 果 前 件 与 
后 件 同 真 或 同 假 ， 则 该 充分 必要 条 件 假 言 命题 是 真 的 ， 如 果 如 果 前 件 与 后 件 不 同 真 、 不 
同 假 ， 则 该 充分 必要 条 件 假 言 命题 是 假 的 。 这 种 真 假 关 系 如 表 8-6 所 示 。 


表 8-6 ” 充 要 条 件 联 结 词 真 值 表 


8.3 布尔 逻辑 


前 面 我 们 学 习 了 命题 逻辑 ， 其 中 在 复合 命题 中 ， 两 个 命题 之 间 可 通过 联接 词 进行 联 
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接 。 对 于 这 些 联 接 词 ， 我 们 演示 了 用 文字 和 符号 描述 的 两 种 方式 : 如 “pVq” 也 可 描述 
为 “p 或 q”。 显 然 用 符号 描述 更 简洁 ， 这 种 表示 方式 其 实 就 是 布尔 罗 辑 的 表 式 形式 。 

布尔 逻辑 得 名 于 George Boole, 他 在 19 世纪 中 叶 首 次 定义 了 逻辑 的 代数 系统 ， 称 为 
逻辑 代数 或 布尔 代数 。 

与 普通 代数 相似 ， 布 尔 代数 也 使 用 字母 来 表示 变量 。 但 是 ， 与 普通 代数 不 同 的 是 ， 
布尔 代数 的 运算 符 、 运 算数 更 简单 。 在 布尔 代数 中 ， 变 量 的 取 值 只 能 为 “1” 和 “0” 两 种 ， 
表示 两 种 逻辑 状态 ， 即 “多 辑 真 ”或 “逻辑 假 ”注意 这 里 的 “1” 和 “0” 没 有 数值 大 小 的 
含义 。 

布尔 代数 提供 了 3 种 基本 运算 ， 分 别 是 多 辑 乘 (“与 ”运算 )， 迪 辑 加 (“或 ”运算 ) 
和 求 反 (“ 非 ” 运 算 )。 


8.3.1 ”逻辑 或 


在 前 面 学 习 复 合 命题 时 有 一 个 “或 ”的 联接 词 ， 其 实 就 是 一 种 “逻辑 或 ”运算 。 
假设 有 两 个 简单 命题 A、B， 通 过 联接 词 “ 或 ”组 合成 复合 命题 ， 可 表示 为 以 下 


形式 : 
A V Bp 
通常 ， 逻 辑 变量 用 英文 大 写字 母 A、B、C…… 表 示 。 
从 表 8-2 所 示 的 真 值 表 中 可 看 出 ， 当 命题 A、B 有 一 个 是 真 命题 时 ， 复 合 命题 就 是 
真 命题 ， 只 有 当 A、B 两 个 命题 都 为 假 命 题 时 ， 复 合 命 题 才 是 假 命题 。 
如 下 所 示 ， 当 用 0 和 1 来 表示 逻辑 假 和 风 辑 真 时 ,“ 风 辑 或 ”运算 与 代数 中 的 加 法 
运算 相似 : 


0 V0=0 0+10=0 


VI 
1 V 9 
1V1z=Il 1+1=1 
因此 ,“ 逻 辑 或 ”运算 又 称 为 “逻辑 加 ”运算 。 只 有 当 两 个 逻辑 变量 的 值 都 为 0 ( 逻 
辑 假 ) 时 ,“ 逻 辑 或 ”运算 的 结果 才 为 0， 其 他 情况 下 ,“ 逻 辑 或 ”运算 的 结果 都 为 1。 
“逻辑 或 ”运算 用 加 号 将 两 个 逻辑 变量 连接 起 来 ， 构 成 如 下 逻辑 表达 式 : 
F= A+B 
根据 “逻辑 或 ”运算 的 规则 ， 不 管 逻 辑 变 量 A 的 值 为 0 还 是 1， 将 其 与 0、1、 自 身 
相 加 ， 可 得 出 如 下 结果 : 


上 
2 
o 
十 
二 
D 
i 


hi 
一 
一 
十 
一 
hh 
5 
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A+0 = A 
Af+f1= | 
A+A =A 


在 程序 语言 中 ， 两 个 逻辑 变量 进行 “逻辑 或 ”运算 时 可 使 用 相应 程序 设计 语言 提供 
的 “逻辑 或 ”运算 符 进 行 操作 。 在 C 语言 中 ,“ 人 逻辑 或 ”运算 符 是 “||”。 

例如 : 编写 一 个 C 程序 ， 判 断 用 户 输入 的 数据 是 否 位 于 0 一 10 之 间 。 

如 果 要 判断 用 户 输入 的 数据 是 否 位 于 0 一 10 之 间 ， 由 于 数据 边界 有 两 处 ， 则 需要 分 
两 个 分 支 进行 判断 。 假 设 将 用 户 输入 的 数据 保存 到 变量 x 中 , 则 需要 用 x>0 和 x<10 这 两 
个 关系 表达 式 进行 判断 ， 如 图 8-8 所 示 。 


0~I0 
《0 O >10 » 
= 一 一 
0 10 
图 8-8 


如 图 8-8 所 示 ， 要 判断 数据 x 是 否 在 0 一 10 区 间 ， 需 要 进行 多 次 逻辑 判断 : 按 从 左 
向 右 的 顺序 来 看 ， 第 一 次 需 判断 输入 的 数据 是 否 小 于 0 (Cx<0)， 若 不 小 于 0， 说 明 输入 
的 数据 在 图 8-8 所 示 的 0 坐标 的 右 侧 。 接 着 进行 第 二 次 判断 , 判断 x 是 否 大 于 10 (x>10)， 
再 根据 判断 情况 得 出 结果 。 

根据 以 上 思路 编写 的 程序 如 下 : 

#include <stdio.h> 

int main() 


{ 


int x? 


printf ("请 输入 一 个 整数 :") ; 


Scanf ("%d", &x); 
if (x<0) 


{ 

printf ("输入 的 数 不 在 0~10 之 间 。\n"); 
}else if(x>10){ 

printf ("输入 的 数 不 在 0~10 之 间 。\n"); 
}elsef{ 

printf ("输入 的 数 在 0~10 之 间 。\n") ; 
} 


getch(); 
return 0; 
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其 实 ， 对 于 这 种 情况 我 们 可 以 使 用 逻辑 运算 符 将 两 个 或 多 个 逻辑 值 进行 联接 ， 然 后 
进行 判断 ， 这 样 可 减少 代码 量 ， 使 程序 更 简洁 。 
如 果 使 用 “ 风 辑 或 ”运算 ， 可 将 以 上 程序 改写 为 以 下 形式 : 


#include <stdio.h> 


int main() 
{ 


WE 这 六 


printf ("请 输入 一 个 整数 :") ; 


scanf ("%d", EX) 7 
if(x <0 || x>10) 
{ 


printf ("输入 的 数 不 在 0~10 之 间 。\n"); 
}else{ 

printf ("输入 的 数 在 0~10 之 间 。\n"); 
} 


getch(); 
return 0; 


| 
在 上 面 的 程序 中 ， 当 x>10 或 者 x<0 时 (两 者 满足 其 一 ),， 说 明 输入 的 数据 未 在 0~10 
这 个 区 间 。 反 之 ， 若 两 个 条 件 都 不 满足 ， 说 明 输 入 的 数据 在 0~10 这 个 区 间 。 


8.3.2 ”逻辑 与 


在 前 面 学 习 复合 命题 时 有 一 个 “ 且 ” 的 联接 词 ， 其 实 就 是 一 种 “人 逻辑 与 ”运算 。 假 
设 有 2 个 简单 命题 A、B， 通 过 联接 词 “ 且 ”组 合成 复合 命题 ， 可 表示 为 以 下 形式 : 
A 人 8? 
从 表 8-1 所 示 的 真 值 表 中 可 以 看 出 ， 只 有 当 命题 A、B 都 是 真 命题 时 ， 复 合 命题 才 


如 下 所 示 ， 当 用 0 和 1 来 表示 逻辑 假 和 风 辑 真 时 ,“ 邮 辑 与 ”运算 与 代数 中 的 乘法 


运算 相似; 
9 和 


0 人 1=0 0.1=1 


| 人 0=0 Wr 
1 人 


一 
和 
< 一 
< 一 
一 
有 
< 一 


“ye 
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因此 ,“ 逻 辑 与 ”运算 又 称 为 “ 尿 辑 乘 ” 运算 。 只 有 当 两 个 逻辑 变量 的 值 都 为 1 〈 录 
辑 真 时,“ 逻辑 与 ”运算 的 结果 才 为 1。 

“逻辑 与 ”运算 用 乘 号 将 两 个 逻辑 变量 连接 起 来 ， 构 成 如 下 逻辑 表达 式 : 
F = A.Bb 

根据 “多 辑 与 ”运算 的 规则 ， 不 管 逻辑 变量 A 的 值 为 0 还 是 为 1， 将 其 与 0、1、 自 
身 进行 “逻辑 与 ”运算 时 ， 可 得 出 如 下 结果 : 


A.0=0 
A.1= A 
A.A A 


在 程序 语言 中 ， 两 个 逻辑 变量 进行 “逻辑 与 ”运算 时 可 使 用 相应 程序 设计 语言 提供 
的 “逻辑 与 ”运算 符 进 行 操作 。 在 C 语言 中 ,“ 人 逻辑 与 ”运算 符 是 “&&”。 

改写 上 例 的 程序 ， 用 “逻辑 与 ”方式 判断 用 户 输入 的 数据 是 否 位 于 0 一 10 之 间 。 这 
时 ， 我 们 只 需要 用 x>=0 和 x<=10 来 判断 数据 是 否 在 0 一 10 之 间 ， 而 不 用 判断 数据 是 否 
在 0~10 之 外 。 因 此 ， 程 序 可 改 为 如 下 形式 : 

#include <stdio.h> 

int main() 


i 


printf ("请 输入 一 个 整数 :"); 


scanf ("%d", &x); 


if (x>=0 && x<=10) 
yl 
printf ("输入 的 数 在 0~10 之 间 。\n"); 
}elsel{ 
printf ("输入 的 数 不 在 0~10 之 间 。\n"); 


getch(); 
return 0; 


8.3.3 ”逻辑 非 


逻辑 非 也 称 为 逻辑 反 运算 ， 就 是 对 一 个 逻辑 变量 取 相反 的 值 ， 即 原来 为 逻辑 真 ， 经 
过 逻辑 非 运 算 后 就 变 成 逻辑 假 。 反 之 ， 原 来 为 逻辑 假 ， 经 过 风 辑 非 运 算 后 就 变 成 逻辑 
真 了 。 

在 前 面 学 习 复 合 命题 联接 词 “ 非 ”时 ， 用 符号 “-p” 表 示 对 命题 p 进行 “ 非 p” 操 
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作 。 在 逻辑 表达 式 中 也 可 这 样 书写 ， 很 多 地 方 还 可 看 到 另外 一 种 表示 形式 ， 即 在 变量 上 
方 加 一 条 横 线 ， 为 六 的 形式 。 
逻辑 非 表 达 式 如 下 : 
二 A 
或 
F = -A 
通常 ， 称 A 为 原 变量 ，A 入 为 反 变量 ， 二 者 共同 称 为 互补 变量 。 
逻辑 非 运算 的 运算 规则 如 下 〈( 真 值 表 参 见 表 8-3 所 示 )。 
0=1 
| 
也 就 是 说 “ 非 0” 为 “1”%“ 非 1” 为 0。 根 据 以 上 规则 可 推出 ,“ 非 〈 非 0)” 为 “ 非 
1”( 先 计算 括号 中 的 “ 非 0”)， 而 “ 非 1” 为 “0”， 因 此 ,“ 非 非 0” 为 “0”。 据 此 可 推 
出 “ 非 非 A” 为 “A”。 
0 = 1 = 0 呈 >>A= A 
可 以 将 一 次 “ 非 ” 运算 看 作 一 次 对 该 变量 的 否定 ， 则 以 上 推理 可 理解 为 “双重 否定 
表示 肯定 ”。 双重 否定 也 可 表示 为 如 下 形式 : 
iA 二 A 
根据 “逻辑 非 ” 运 算 的 规则 , 不管 轨 辑 变量 A 的 值 为 0 还 是 为 1， 有 如 下 运算 结果 : 


A = A 
A+A=| 
A.A= 0 


在 程序 语言 中 ， 两 个 逻辑 变量 进行 “逻辑 非 ” 运 算 时 可 使 用 相应 程序 设计 语言 提供 
的 “逻辑 非 ” 运 算 符 进行 操作 。 在 C 语言 中 ，“ 逻 辑 非 ” 运 算 符 是 “!”， 这 个 运算 符 能 
够 实现 对 表达 式 的 条 件 进 行 取 反 ， 若 表达 式 值 为 tue， 则 运算 结果 为 false; 若 表达 式 值 
为 false， 则 运算 结果 为 true。 

例如 : 

!(1<2) 的 运算 结果 为 false。 

!(2<1) 的 运算 结果 为 true。 


8.3.4 ”逻辑 异 或 


除了 上 面 介绍 的 3 个 基本 逻辑 运算 操作 之 外 ， 我 们 经 常 还 会 用 到 一 个 称 为 “逻辑 异 
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或 ”的 运算 。 
逻辑 异 或 运算 用 符号 “@ ”连接 两 个 逻辑 变量 ， 其 表达 式 如 下 : 


F = A 四 ? 
对 于 这 个 特别 的 逻辑 运算 ， 其 运算 规则 是 什么 呢 ? 
用 文字 来 描述 运算 规则 ， 当 逻辑 变量 A、B 的 值 不 同时 ， 蜡 或 运算 的 结果 为 真 ， 反 
之 ， 当 风 辑 变量 A、B 的 值 相同 时 ， 异 或 运算 的 结果 为 假 。 其 真 假 表 如 表 8-7 所 示 。 


表 8-7 逻辑 异 或 真 值 表 


其 实 , “地 辑 异 或 ”运算 可 以 转换 为 “地 辑 与 “地 辑 或 “地 辑 非 ”这 3 种 基本 
小 辑 运算 的 组 合 : 


F = A@PBb 
=A-.:B+A.B 
根据 表 8-7 所 示 的 真 值 表 ， 可 推算 出 多 和 辑 变量 A 与 0、1、 自 身 或 自身 取 反 的 运算 结 
果 如 下 : 


A ®@0=A 
A @1l=A 
A @A=| 
A @A=0 


也 就 是 说 ， 届 辑 变 量 A 与 0 进行 异 或 运算 ， 结 果 仍 为 A; 若 A 与 1 进行 异 或 运算 ， 
结果 为 “ 非 A” 若 A 与 “ 非 A” 进 行 异 或 运算 ， 结 果 为 1; A 与 自身 异 或 运算 ， 结 果 
为 0。 

在 C 语言 中 ， 只 有 二 进 制 位 运算 才 可 以 使 用 “逻辑 异 或 ”。 


8.3.5 二进制 位 运算 


讲 到 逻辑 运算 ， 不 得 不 提 一 下 程序 设计 中 的 二 进 制 位 运算 。 在 C 语言 中 ， 可 以 对 整 
数 、 布 尔 类 型 和 枚 举 类 型 进行 二 进 制 位 运算 。C 语言 中 的 位 运算 包括 逻辑 位 运算 和 移 位 
运算 ， 我 们 这 里 学 习 的 是 逻辑 运算 ， 因 此 下 面 主 要 看 一 下 二 进 制 位 的 逻辑 运算 操作 。 
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1. 按 位 “与 ”运算 


按 位 “与 ”运算 符 为 “&”， 其 运算 规则 如 下 : 


0g%0 = 0 
0g% 1 = 0 
|%0 = 0 
Ig&%1 = | 


可 以 看 出 ， 其 运算 规则 与 “逻辑 与 ”运算 类 似 。 不 同 的 是 ， 在 运算 时 是 将 两 个 运算 
数据 按 位 对 齐 ， 分 别 对 各 位 进行 运算 ， 而 不 是 将 两 个 运算 数据 当成 逻辑 值 来 看 待 。 
例如 : 计算 3&5 的 结果 。 
要 进行 位 运算 ， 首 先 需要 将 两 个 数 转换 为 二 进 制 〈 根 据 计 算 机 的 位 长 决定 位 数 ) ， 
然后 逐 位 对 齐 ， 再 逐 位 进行 “与 ”运算 。 
0000 00I1 3》 
多 ”0000 0101 4 一 5 
0000 0001< 一 | 


在 上 面 逐 位 进行 “与 ”运算 时 ， 只 有 当 对 应 位 都 为 1 时 才 得 1， 否 则 结果 都 为 0。 
因此 ，3&5 的 结果 为 1。 

2. 按 位 “或 ”运算 

按 位 “或 ”运算 符 为 “|”， 其 运算 规则 如 下 : 


010 = 0 
| 
110= | 
| | 


只 有 当 两 个 二 进 制 位 均 为 0 时 ， 计 算 结果 才 为 0， 否 则 ， 结 果 均 为 1。 
例如 : 计算 3|5 的 结果 。 
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0000 0011 3 
| 0000 0101< 5 
0000 0111 <— 7 
在 上 面 逐 位 进行 “或 ”运算 时 ， 对 应 位 中 只 要 有 1 位 为 1， 就 得 1， 只 有 当 对 应 位 
都 为 0 时 才 得 0。 因 此，3|5 的 结果 为 7。 
3. 按 位 取 “ 反 ”运算 
按 位 取 “ 反 ”运算 符 为 “一 ”， 其 运算 规则 如 下 : 


~0 = | 


可 以 看 出 ， 按 位 取 “ 反 ”运算 与 “逻辑 反 ” 运 算 类 似 ， 当 二 进 制 位 为 0 时， 计算 结 
果 为 1; 当 二 进 制 位 为 1 时 ， 计 算 结果 为 0。 
例如 : 计算 一 5 的 结果 。 


~ 0000 0101< 一 5 


Nl 1010 <— 情 
只 看 二 进 制 位 应 该 很 好 理解 ， 取 反 运算 将 对 应 二 进 制 位 逐 位 取 反 (原来 为 1 的 变 为 

0， 原 来 为 0 的 变 为 1) 。 

可 是 ， 为 什么 “1111 1010” 表 示 十 进 制 的 -6 呢 ? 

这 需要 从 计算 机 中 数 的 表示 说 起 。 简 单 地 说 ， 在 计算 机 中 数据 的 机 器 码 采用 补 码 表 
示 ， 其 中 最 高 位 为 符号 位 ， 当 为 1 时 表示 这 个 数 是 负数 ， 为 0 时 表示 这 个 数 为 正 数 。 对 
于 正 数 ， 其 补 码 与 原 码 相同 ， 对 于 负数 ， 其 补 码 是 原 码 按 位 取 反 再 加 上 1。 

上 面 取 反 计 算 的 结果 中 ， 最 高 位 取 反 后 变 为 1， 表 示 这 个 数 为 负数 。 因 此 ， 要 知道 
其 原 码 还 需要 进行 转换 。 将 补 码 再 次 按 位 取 反 再 加 上 1 就 可 以 得 原 码 〈 符 号 位 不 变 ) ， 
因此 ， 可 按 以 下 方式 转换 得 到 原 码 : 


符号 位 不 


I 1010 一 一 一 一 UpD00 010| 


控 位 取 反 pn 


十 进 制 \ 
一 一 一 ”1000 0110 


可 见 ， 在 计算 机 中 ， 对 数据 进行 取 “ 反 ”的 操作 很 多 ， 仅 在 补 码 的 转换 中 就 会 经 常 
用 到 。 
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4. 按 位 “ 异 或 ”运算 
按 位 “ 蜡 或 ”运算 符 为 “^”， 其 运算 规则 如 下 : 


0 ”0 = 0 
0”“1= | 
1 “0 = | 
1 1= 0 
当 两 个 二 进 制 位 相 异 (不 相同 ) 时 ， 计 算 结果 为 1， 当 两 个 二 进 制 位 相同 时 ， 计 算 


结果 为 0。 
例如 : 计算 3^5 的 结果 。 
0000 0011< 3 
0000 0101< 一 5 
0000 0I10<— b 
在 上 面 逐 位 进行 “ 异 或 ”运算 时 ， 对 应 位 如 果 相 同 得 0， 对 应 位 如 果 不 相 同 得 1。 
因此 ，3^5 的 结果 为 6。 


8.4 考虑 到 各 种 可 能 了 吗 


我 们 经 常 可 以 在 媒体 中 看 到 有 一 些 招聘 、 招 生 等 信息 ， 这 些 信 息 中 通常 都 会 对 应 聘 
者 (或 应 考 者 ) 的 资格 做 一 些 限制 ， 并 且 这 些 限 制 信息 一 般 描述 得 比较 详细 。 可 是 ， 如 
果 我 们 仔细 对 这 些 信息 进行 分 析 , 可 能 会 发 现 有 的 单位 发 布 的 资料 限制 信息 存在 漏洞 (或 
者 条 件 有 重合)， 让 人 读 起 来 感觉 不 够 清晰 、 明 了 。 

这 时 ， 我 们 可 以 运用 命题 逻辑 来 对 这 些 资格 限制 条 件 进 行 分 析 。 将 发 布 的 资格 限制 
条 件 看 作为 一 个 复合 命题 ， 在 进行 分 析 时 ， 通 常 需要 将 复合 命题 分 解 成 简单 命题 ， 以 方 
便 用 风 辑 表达 式 来 表示 。 对 分 解 出 的 简单 命题 进行 分 析 ， 可 以 查看 复合 命题 的 描述 有 没 
有 重复 和 遗漏 之 处 。 


8.4.1 ”逻辑 重合 的 实例 


首先 来 看 一 个 逻辑 重 且 的 实例 。 
某 市 教育 局 为 了 解决 外 来 务工 人 员 子 女 上 学 问题 ， 每 年 都 要 举办 外 地 生 招 生 考 试 ， 
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今年 举行 该 考试 之 前 ， 教 育 局 公布 了 参加 此 次 考试 考生 的 资格 限制 条 件 。 该 教育 局 官网 
发 布 公告 表述 为 : 

符合 以 下 条 件 之 一 的 学 生 可 以 参加 本 次 网 上 报名 。 

(1) 非 本 市 中 心 城区 户籍 ， 且 未 在 本 市 中 心 城区 参加 高 中 阶段 教育 学 校 统 一 招生 考 
试 报名 的 初 三 毕业 生 。 

(2) 本 市 中 心 城区 户籍 ， 且 未 在 本 市 中 心 城区 参加 高 中 阶段 教育 学 校 统一 招生 考试 
报名 的 初 三 毕业 生 。 

通过 对 以 上 两 条 限制 条 件 进行 分 析 ， 可 分 解 出 两 个 简单 命题 : 


A 本 市 中 心 城区 户 竺 

Bp 参加 本 市 中 心 城区 高 中 招生 者 证 
定义 了 这 两 个 简单 命题 之 后 ， 就 可 以 定义 每 个 条 件 的 逻辑 表达 式 了 。 
第 一 个 条 件 的 命题 公式 为 


A 人 5B 
第 二 个 条 件 的 命题 公式 为 : 
A 人 8 
符合 以 上 两 个 条 件 之 一 , 就 有 报名 资格 。 也 就 是 说 , 这 两 个 条 件 之 间 可 用 联接 词 “ 或 ” 
进行 联接 ， 于 是 可 得 到 如 下 命题 公式 : 


(A NAB VI(AADB, 
根据 逻辑 运算 的 相关 规则 ， 将 以 上 命题 公式 转换 为 如 下 逻辑 表达 式 : 
(A.:BD+(A.B) 

对 于 以 上 逻辑 表达 式 ， 可 进行 化 简 运 算 ， 具 体 计算 过 程 如 下 : 
(A . B+ (A. B 
(A +A) Bb 
= 

可 以 看 出 , 经 过 化 简 后 , 看 起 来 很 复杂 的 一 个 逻辑 表达 式 最 后 只 剩 一 项 , 即 “ 非 B”。 
也 就 是 说 ， 只 需要 满足 “ 非 〈 参 加 本 市 中 心 城区 高 中 招生 考试 )”， 即 只 要 没有 参加 本 市 
中 心 城区 高 中 招生 考试 ， 就 满足 报名 条 件 。 而 该 市 教育 局 发 布 的 公告 中 的 条 件 就 有 了 重 
县 ， 而 这 种 重 又 让 人 看 起 来 觉得 条 件 较 多 ， 需 要 分 门 别 类 去 核对 自己 是 否 满足 报名 条 件 。 
其 实质 就 只 有 一 个 条 件 :“ 未 在 本 市 中 心 城区 参加 高 中 阶段 教育 学 校 统一 招生 考试 报名 的 初 
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三 毕业 生 ”。 

提示 ， 本 章 后 面 还 要 介绍 一 种 用 卡 诺 图 化 简 逻 辑 表达 式 的 方法 。 

对 于 以 上 风 辑 重 县 的 实例 ， 不 会 影响 考生 的 判断 ， 不 同类 别 的 考生 能 够 根据 条 件 作 
出 正确 的 判断 ， 只 是 稍 显 哆 嗪 而 已 。 

我 们 还 可 能 会 遇 到 另外 一 种 逻辑 重合 ， 量 重合 部 分 自 相 矛盾 ， 使 得 规则 不 符合 逻辑 
的 情况 。 看 下 面 的 例子 : 

某 超市 开展 促销 活动 ， 顾 客 单 张 购物 小 票 达 到 一 定金 额 后 将 送 购物 券 ， 具 体 的 送 券 
条 件 如 下 : 


500~1000 元， 谤 V0 元 购物 状 1 张 
1000~2000 元 ， 和 送 8 元 购物 券 2 尖 
2000 元 以 上 ， 送 M0 元 购物 券 ? 张 
列 一 个 表格 ， 看 看 不 同 购物 金额 可 领取 的 购物 券 金额 ， 如 表 8-8 所 示 。 
表 8-8 不 同 购物 金额 对 应 的 购物 券 


购物 金额 购物 券 
300 元 匹 
500 元 50 元 1 张 
ow 1000 元 50 元 1 张 
a 1000 元 50 元 2 张 
1500 元 50 元 2 张 
yp 2000 元 50 元 2 张 
se 2000 元 50 元 3 张 
2100 元 50 元 3 张 


可 以 看 出 ， 表 8-8 中 标 了 箭头 的 行 都 存在 重 登 ， 按 送 券 规则 第 1 条 ， 购 物 1000 元 只 
能 领取 50 元 购物 券 1 张 ; 但 是 按 第 2 条 规则 ，1000 元 又 可 领取 50 元 购物 券 2 张 。 类 似 
地 ，2000 元 时 也 存在 重 登 的 问题 。 


8.4.2 ”逻辑 遗漏 的 实例 
在 定义 逻辑 规则 时 有 可 能 出 现 重 个， 当然 也 有 可 能 出 现 遗 漏 。 仍 然 以 超市 促销 政策 
为 例 ， 假 设 定义 以 下 规则 ; 
不 中 80 元 ， 送 太 多 未 一 福 
起 这 5 元 ， 送 违 溶 mp 啡 一 盒 
可 以 看 出 ， 以 上 规则 只 定义 了 购物 金额 不 足 500 元 (<500) 和 超过 500 元 (>500) 


的 情况 ， 但 是 ， 遗 漏 了 购物 金额 正好 是 500 元 的 情况 。 这 样 ， 就 使 得 定义 的 规则 不 恰当 
了 。 


二 
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可 以 将 以 上 规则 修改 为 以 下 形式 : 
不 只 0 元 ， 送 矿 旬 水 一 和 
50 元 人 上， 送 建 次 mo 啡 一 盒 
将 “超过 500 元 ”修改 为 “500 元 以 上 ”， 就 将 所 有 情况 都 包含 了 。 
通常 ， 用 “xx 以 上 ”或 “xx 以 下 ”， 都 表示 包含 “xx” 这 个 值 。 因 此 ， 如 果 将 规则 
写成 以 下 形式 ， 又 会 出 现 重 全 的 情况 (两 个 规则 都 包含 500 元 ): 
5 元 以 下 ， 送 太 儿 水 一 福 
50 元 上 ， 送 填 溶 加 啡 一 盒 


8.4.3 ”用 数 轴 确定 边界 


通过 前 面 的 例子 可 看 出 ， 在 定义 规则 时 ， 如 果 稍 有 下 忽 就 会 导致 定义 的 规则 出 现 重 
登 或 遗漏 。 并 且 ， 最 容易 出 现 重合 或 遗漏 的 值 通常 是 我 们 定义 规则 的 边界 值 。 例 如 ， 在 
前 面 超市 促销 的 例子 中 ， 以 500 元 为 边界 ， 容 易 出 现 漏 掉 500 元 的 情况 ， 也 可 能 出 现 两 
个 规则 中 都 包含 500 元 的 这 种 情况 。 

那么 ， 有 没有 什么 好 的 方法 可 以 辅助 我 们 进行 边界 的 界定 呢 ? 

在 初中 数学 中 ， 我 们 曾 学 过 用 数 轴 理 解 不 等 式 的 解 集 。 其 实 ， 我 们 通常 定义 的 规则 
也 是 一 种 不 等 式 ， 因 此 ， 也 可 考虑 使 用 数 轴 来 辅助 确定 边界 。 

例如 ， 将 以 下 规则 绘制 到 数 轴 中 ， 如 图 8-9 所 示 。 


不 足 90 元 ， 送 太史 水 一 福 
起 这 go 元 ， 送 速溶 oD 啡 一 盒 


让 起 过 50 
Cy 


0 500 
图 8-9 
在 数 轴 图 形 中 ， 空 心 圆 表示 在 规则 中 不 包含 该 点 的 值 。 如 图 8-9 所 示 ， 则 表示 购物 
金额 大 于 0 且 小 于 500 的 为 “不 足 500”， 而 “超过 500” 表 示 购 物 金 额 大 于 500。 从 图 
8-9 中 可 直观 的 看 到 ，500 元 这 个 点 没有 包含 到 任何 规则 中 。 这 样 ， 通 过 数 轴 图 形 就 可 以 
快速 发 现 被 遗漏 的 点 。 
而 对 于 以 下 规则 ， 可 用 图 8-10 所 示 的 数 轴 来 表示 。 


5 元 下， 送 古 总 水 一 福 
50 元 上 ， 送 进深 mp 啡 一 盒 


本 
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500 AL 上 


500 “人 | 
PA RE 
A 
0 500 

图 8-10 


在 图 8-10 中 ， 实 心 圆 表示 在 规则 中 包含 该 点 的 数据 。 从 图 8-10 中 可 看 出 ,，“500 以 
下 ”中 包含 500， 而 “500 以 上 ”中 也 包含 500。 因 此 ， 可 直观 地 发 现 500 元 这 个 点 重 倒 
了 。 

而 以 下 规则 可 用 图 8-11 所 示 的 数 轴 图 来 表示 。 


不 中 go 元 ， 送 矿 负 水 一 福 
50 元 人 上， 送 则 溶 oD 啡 一 盒 


500 “人 上 
加 0 和 一 一 一 一 一 一 
和 RR 


0 500 
图 8-11 


在 图 8-11 中 ,“500 以 上 ”规则 中 500 处 是 实心 圆 ， 表 示 在 该 规则 中 包含 500 这 个 
点 ， 而 “不 足 500” 规 则 中 500 处 是 空心 圆 ， 表 示 在 该 规则 中 不 包含 500 这 个 点 。 即 500 
这 个 点 在 两 个 规则 中 被 〈 且 只 被 ) 一 个 规则 包含 ， 没 有 出 现 遗 漏 或 重合 ， 因 此 这 两 个 规 
则 是 合 符 逻 辑 的 。 


8.5 ”用 卡 诺 图 简化 逻辑 函数 


在 8.4 节 的 例子 中 ， 我 们 演示 了 通过 罗 辑 运算 简化 逻辑 函数 的 方法 。 其 实 ， 还 可 以 
通过 图 形 方式 ， 以 直观 、 简 洁 的 方式 简化 逻辑 函数 。 本 节 我 们 就 来 学 习 这 种 通过 卡 诺 图 
简化 逻辑 函数 的 方法 。 


8.5.1 什么 是 卡 诺 图 


卡 诺 图 是 逻辑 函数 的 一 种 图 形 表示 。 一 个 逻辑 函数 的 卡 诺 图 就 是 将 此 函数 所 有 命题 
的 真 假 组 合 以 二 维 表 的 形式 表示 的 图 形 。 

根据 以 上 定义 我 们 可 以 知道 ， 卡 诺 图 是 一 种 平面 方 格 图 。 另外， 在 卡 诺 图 中 要 表示 
每 个 命题 的 真 假 情 况 。 也 就 是 说 ， 每 一 个 命题 都 要 表现 两 种 情况 ， 分 别 用 两 个 方 格 来 表 
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示 ， 每 个 小 方 格 代表 一 个 最 小 项 〈 即 一 个 命题 的 真 或 假 )。 因 此 ， 卡 诺 图 也 称 为 最 小 方 格 
图 。 

只 看 概念 比较 抽象 ， 来 看 一 个 实际 例子 。 仍 以 前 面 的 外 地 生 招生 考试 为 例 ， 将 该 例 
子 用 卡 诺 图 来 表示 。 该 例 可 分 解 出 两 个 简单 命题 : 


A 本 市 中 心 城区 户 条 


Bp 参加 本 市 中 心 城区 高 中 招生 考证 

下 面 就 根据 设置 的 规则 ， 将 这 两 个 简单 命题 所 有 真 假 组 合 绘制 成 一 个 卡 诺 图 ， 有 具体 
步骤 如 下 。 

(1) 绘制 如 图 8-12 所 示 的 二 维 表格 ， 在 这 个 表格 中 ， 命 题 A 的 两 个 值 〈 真 、 假 ) 
放置 在 第 1 行 右 侧 的 两 列 中 (其 中 0 表示 假 、1 表示 真 ); 类 似 地 , 命题 B 的 两 个 值 ( 真 、 
假 ) 放置 在 第 1 列 下 面 的 两 行 中 。 

(2) 根据 命题 描述 的 情况 ， 在 图 8-12 对 应 方 格 中 标记 1。 针 对 报名 规则 1 (* 非 本 市 
中 心 城区 户籍 ， 且 未 在 本 市 中 心 城区 参加 高 中 阶段 教育 学 校 统一 招生 考试 报名 的 初 三 毕 
业 生 ”) 可 知道 ， 这 句 话 的 两 个 命题 为 “ 非 A,， 非 B””， 则 在 A 为 0、B 为 0 对 应 的 方 格 
中 标记 1， 得 到 如 图 8-13 所 示 的 卡 诺 图 。 


A 0 1 
Bb 
| ， 
| | 
图 8-12 图 8-13 
(3) 继续 在 卡 诺 图 对 应 方 格 中 进行 标记 。 针 对 报名 规则 2 (“ 本 市 中 心 城区 户籍 ， 旧 


未 在 本 市 中 心 城区 参加 高 中 阶段 教育 学 校 统一 招生 考试 报名 的 初 三 毕业 生 ”) 可 知道 , 这 
旬 话 的 两 个 命题 为 “A， 非 B”， 则 标记 后 的 卡 诺 图 如 图 8-14 所 示 。 


0 ] 1 
I | 1 
图 8-14 


图 8-14 所 示 的 卡 诺 图 是 根据 以 下 逻辑 函 数 绘制 的 : 


(A . B+ (A. Bb 
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可 以 看 到 ， 这 个 逻辑 函数 中 只 有 两 个 逻辑 变量 ， 如 果 有 多 个 逻辑 变量 ， 又 该 怎么 绘 
制 卡 诺 图 呢 ? 


8.5.2 三 变量 卡 诺 图 


卡 诺 图 是 一 个 二 维 图 表 ， 如 果 有 多 个 变量 ， 则 需要 在 行 / 列 中 同时 显示 多 个 变量 ， 这 
样 ， 行 / 列 中 的 方 格 将 不 再 是 两 行 两 列 ， 而 是 根据 变量 数量 的 两 倍 来 绘制 。 
例如 ， 要 绘制 以 下 惕 辑 函 数 的 卡 诺 图 : 


F = ABC + ABC + ABC 
可 以 看 出 ， 这 个 逻辑 函数 有 3 个 逻辑 变量 ， 该 怎么 绘制 3 个 变量 的 卡 诺 图 呢 ? 
(1) 绘制 如 图 8-15 所 示 的 二 维 表 格 ， 在 这 个 表格 中 ， 用 4 列 来 表示 侵 辑 变量 B、C 
的 真 假 情况 〔 这 应 该 很 好 理解 ， 逻 辑 变量 B、C 共有 4 种 组 合 形式 )。 而 逻辑 变量 A 位 
于 行 中 ， 仍 然 用 两 行 来 表示 真 假 两 种 情况 。 


图 8-15 


注意 ， 在 图 8-15 所 示 表 格 中 ， 列 中 数据 的 变化 ,“01” 右 侧 是 “11”， 很 多 人 根据 二 
进 制 变化 规则 会 觉得 “01” 右 侧 应 该 是 “10”， 然 后 “10” 的 右 侧 才 是 “11”。 这 是 卡 诺 
图 相 邻 项 的 要 求 ， 学 习 了 后 面 卡 诺 图 化 简 后 就 能 明白 为 什么 要 这 样 做 了 。 

(2) 接 下 来 就 是 根据 逻辑 函数 进行 填 值 了 。 这 时 ， 不 再 像 二 变量 (8.5.1 节 例 子 ) 的 
卡 诺 图 可 以 按 行 、 列 对 应 来 查找 了 ， 在 三 变量 即 本 节 例 中 时 ， 情 况 变 得 有 点 复杂 了 。 不 
过 , 我们 可 以 用 另 一 种 方式 来 标记 方 格 ， 即 将 逻辑 函数 中 各 变量 转变 为 0、1 两 个 数 ， 然 
后 在 卡 诺 图 中 找到 对 应 位 置 。 转 变 时 ， 原 变量 取 值 为 1， 反 变量 取 值 为 0。 


F = ABC + ABC + ABC 


+ 2 1 


100 001 中 
(3) 根据 转变 后 的 二 进 制 数据 ， 找 到 对 应 的 方 格 ， 如 图 8-16 所 示 。 
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BC oo 0 1 1 1 1 0 
A 
0 ABC 
| 1 ABC ABC 
图 8-16 


(4) 在 找到 的 对 应 方 格 中 标记 1 即 可 ， 如 图 8-17 所 示 。 


BC 


图 8-17 
对 于 三 变量 卡 诺 图 ， 在 前 面 例子 中 采用 的 是 在 行 方 向 上 排列 1 个 变量 ， 列 方向 上 排 
列 2 个 变量 。 其 实 也 可 以 反 过 来 ， 在 行 方向 上 排列 2 个 变量 ， 列 方向 上 排列 1 个 变量 ， 
如 图 8-18 所 示 。 
由 此 可 见 ， 卡 诺 图 的 表示 方法 并 不 是 唯一 的 ， 可 以 有 很 多 种 ， 例 如 ， 还 可 将 A 放 在 
列 ， 而 将 BC 放 在 行 中 等 。 


0 1 
AB 
0 0 ABC 
0 1 
| ABC 
10 ABC 
图 8-18 


8.5.3 ”四 变量 卡 诺 图 


继续 增加 难度 ， 我 们 看 看 四 变量 的 卡 诺 图 该 怎么 绘制 。 
有 如 下 他 辑 函 数 ， 要 求 将 其 绘制 在 卡 诺 图 中 。 
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F = AD + ABb + BCD 
对 于 这 个 逻辑 函数 ， 我 们 发 现 有 4 个 逻辑 变量 A、B、C、D， 并 且 在 每 一 个 逻辑 式 
中 都 只 有 2 个 或 3 个 逻辑 变量 组 成 ， 这 在 卡 诺 图 中 该 怎么 表示 呢 ? 
(1) 绘制 如 图 8-19 所 示 的 四 变量 卡 诺 图 。 


Gd 0 0 oi 11 1 0 
AB 
0 0 
0 1 
1 
10 
图 8-19 


(2) 第 一 项 AD 只 包含 了 2 个 逻辑 变量 ， 变 量 B、C 都 没有 出 现 ， 对 于 这 种 情况 ， 
应 将 A=0，D=1 的 方 格 都 填 上 1， 如 图 8-20 所 示 。 


AS 0 0 "日 gg 10 


图 8-20 
(3) 用 类 似 的 方法 ,可 将 逻辑 函数 中 其 他 两 项 也 对 应 标记 到 卡 诺 图 中 ， 如 图 8-21 所 
示 。 其 中 AB 对 应 同时 满足 A=1，B=1 的 方 格 ， 而 BCD 对 应 同时 满足 B=1，C=0，D=1 
的 方 格 。 


CD 


8-21 
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从 理论 上 来 说 ， 卡 诺 图 可 以 表示 任意 多 个 逻辑 变量 的 情况 ， 不 过 实际 应 用 中 ， 一 般 
用 于 四 变量 及 以 下 逻辑 变量 的 表示 和 化 简 操 作 ， 因 此 ， 更 多 变量 的 卡 诺 图 就 不 介绍 了 。 


8.5.4” 卡 诺 图 化 简 


使 用 卡 诺 图 的 目的 就 是 化 简 逻 辑 函 数 , 学 习 绘制 卡 诺 图 也 是 为 化 简 打 下 基础 。 首先， 
我 们 来 看 一 下 卡 诺 图 的 化 简 规 则 。 

化 简 规 律 : 两 个 相 邻 最 小 项 有 一 个 变量 相 异 ， 相 加 可 以 消去 这 一 个 变量 ， 化 简 结果 
为 相同 变量 的 与 。 

这 人 句 话 是 什么 意思 呢 ? 来 看 一 个 如 图 8-22 所 示 的 卡 诺 图 。 


图 8-22 


在 该 图 中 圈 起 来 的 两 个 相 邻 方 格 可 用 以 下 轴 辑 函数 来 表示 : 


可 以 看 出 ,在 卡 诺 图 中 两 个 相 邻 方 格 中 ， 只 有 一 个 变量 取 值 不 同 (在 图 8-22 中 是 变 
量 A 的 取 值 不 同 )， 而 其 余 的 取 值 都 相同 (图 8-22 中 变量 B 的 取 值 相同 )。 所 以 ， 合 
邻 方 格 可 利用 公式 : 


从 而 使 
AB + AB 
=(A + A) 5 
=B 

这 样 ， 就 可 消去 一 个 变量 ， 从 而 使 逻辑 函数 得 到 简化 。 


使 用 类 似 的 方式 可 进行 4、8 个 相 邻 项 的 合并 ， 可 发 现 卡 诺 图 中 相 邻 项 合并 的 规律 
口 合并 相 邻 最 小 项 ， 可 消去 变量 。 
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口 合并 2 个 最 小 项 ， 可 消去 1 个 变量 。 
口 合并 4 个 最 小 项 ， 可 消去 2 个 变量 。 
口 合并 8 个 最 小 项 ， 可 消去 3 个 变量 。 
| 
来 


合并 祝 个 最 小 项 ， 可 消去 n 个 变量 。 
看 一 个 例子 。 用 卡 诺 图 化 简 以 下 逻辑 函数 : 


ABC + ABC + ABC + ABCD 
首先 ， 根 据 罗 辑 函数 绘制 出 如 图 8-23 所 示 的 卡 诺 图 。 


外 | . 汶 误 0 1 1 1 0 
AB 
0 0 
0 1 
一 
1 1 bh ! ApcD 
_ | 一 | 一 乞 ? 
1 0 人 二 I 
-| ABc? 
图 8-23 


可 以 看 出 , 在 图 8-23 所 示 的 卡 诺 图 中 , 有 4 个 相 邻 方 格 标记 为 1， 可 对 其 进行 简化 ， 
4 个 相 邻 方 格 可 简化 2 个 逻辑 变量 。 

那么 , 从 图 8-23 所 示 卡 诺 图 中 简化 后 的 逻辑 函数 是 什么 ? 该 怎么 从 图 中 得 出 简化 后 
的 逻辑 函数 呢 ? 

对 图 8-23 所 示 卡 诺 图 , 未 标记 1 的 位 置 不 用 关心 。 对 于 标记 为 1 方 格 对 应 的 各 变量 
进行 查看 , 在 本 例 中 将 4 个 相 邻 方 格 圈 出 来 ; 然后 将 相 邻 方 格 中 变量 值 相 异 部 分 圈 出 来 ， 
得 到 图 8-24 所 示 内 容 。 


Ns 0 0 加 [ OU 10 


图 8-24 
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从 图 8-24 中 可 以 看 出 ，AB 部 分 中 变量 A 一 直 为 1， 而 变量 B 是 相 异 的 ， 因 此 可 消 
去 变量 B; 再 看 CD 部 分 ， 变 量 C 是 相 异 的 ， 而 变量 D 一 直 为 1。 因此， 最 后 得 到 的 应 
该 是 变量 A 为 1， 变量 D 为 1， 即 : 


ABC + ABC + ABCD + ABC 


=AD 

从 以 上 简化 过 程 可 以 看 出 ， 在 用 卡 诺 图 化 简 逻 辑 函 数 时 通常 按 以 下 步骤 进行 。 

(1) 按 2、4、8、2 "个 数量 的 规则 来 圈 取 值 为 1 的 方 格 。 

(2) 将 上 一 步 圈 选 各 方 格 中 互补 的 因子 消去 〈 即 逻辑 变量 值 相 异 的 )， 保 留 相同 的 
因子 ， 相 同 因子 取 值 为 1 表示 用 原 变量 表示 ， 相 同 因子 取 值 为 0 表示 用 反 变 量 表示 ， 将 
保留 的 因子 按 “ 与 ”的 关系 连接 〈 即 连续 写 在 一 起 )。 

(3) 重复 第 (1)、(2) 步 ， 继 续 按 2" 个 方 格 数量 的 方式 圈 选 其 他 相 邻 方 格 ， 消 去 互 
补 因 子 ， 保 留 相同 的 因 ， 写 出 “与 ”项 表达 式 。 再 将 该 “与 ”项 表达 式 与 前 面 1 一 2 步 写 
出 的 “与 ”项 表达 式 进 行 “ 或 ”连接 〈 即 用 加 号 连 起 来 )。 

(4) 重复 第 (3) 步 ， 最 后 即 可 得 到 化 简 后 的 届 辑 函数 。 


8.5.5” 卡 诺 图 中 的 相 邻 


可 以 看 出 ， 在 卡 诺 图 中 “ 相 邻 ”是 一 个 很 重要 的 概念 。 在 卡 诺 图 中 ， 应 将 表格 看 作 
为 一 个 循环 的 状态 ， 这 样 才能 理解 相 邻 的 概念 。 例 如 ， 如 图 8-25 所 示 ， 其 中 标识 的 框 
内 圈 选 了 8 个 方 格 ， 可 以 很 容易 看 出 这 8 个 方 格 是 相 邻 的 ; 可 是 ,标识 @ 的 框 (注意 左 、 
右 都 只 有 半边 ) 也 是 相 邻 的 ， 这 种 情况 可 能 不 好 理解 。 


0 


图 8-25 
我 们 可 以 换 一 种 方式 来 理解 ， 将 第 1 列 复制 一 份 到 表格 右 侧 ， 如 图 8-26 所 示 ， 怎 么 
样 ? 这 样 看 标识 @ 的 框 中 4 个 方 格 ， 可 以 很 容易 看 出 是 相 邻 的 了 吧 。 也 就 是 说 ， 第 1 列 
与 最 后 1 列 之 间 是 相 邻 的 关系 。 类 似 地 ， 第 1 行 与 最 后 1 行 之 间 也 是 相 邻 的 关系 。 
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图 8-26 


最 后 ， 我 们 再 来 看 一 下 前 面 提 到 过 的 一 个 问题 ， 为 什么 “01” 列 的 右 侧 是 “11” 而 
不 是 “10”? 其 实 ， 这 也 是 从 相 邻 方 格 合并 简化 方面 来 考虑 的 。 仔 细 观 察 图 8-26 所 示 的 
卡 诺 图 ， 无 论 是 列 还 是 行 ， 相 邻 行 或 相 邻 列 中 的 两 个 逻辑 变量 之 间 始 终 都 只 有 一 个 发 生 
变化 。 如 “01” 列 右 侧 变 “11”， 只 有 第 1 个 〈 左 侧 ) 逻辑 变量 从 0 变 为 1, 而 第 2 个 ( 右 
侧 ) 迪 辑 变量 未 变化 。 这 样 ， 在 化 简 时 才能 方便 地 确定 一 个 相 异 逻辑 变量 ， 一 个 相同 由 

反之 ， 如 果 在 “01” 右 侧 为 “10”， 可 以 看 到 第 1 个 〈 左 侧 ) 迪 辑 变量 从 0 变 为 1， 
第 2 个 〈 右 侧 ) 逻辑 变量 从 1 变 为 0， 两 个 逻辑 变量 都 在 变化 ， 就 没 办 法 进行 化 简 了 。 


.245 。 


第 ?9 章 ”推理 一 一 逻辑 的 应 用 


所 谓 推 理 ， 是 指 由 一 个 或 几 个 已 知 的 判断 (前 提 )， 推 导出 一 个 未 知 结论 的 思维 过 
程 。 推 理 的 作用 是 从 已 知 的 知识 得 到 未 知 的 知识 ， 特 别 是 可 以 得 到 不 可 能 通过 感觉 、 经 
验 掌握 的 未 知 知识 。 推 理 主要 有 演绎 推理 和 归纳 推理 。 演 绎 推理 是 从 一 般 规律 出 发 ， 运 
用 风 辑 证 明 或 数学 运算 ， 得 出 特殊 事实 应 遵循 的 规律 ， 即 从 一 般 到 特殊 。 归 纳 推 理 就 是 
从 许多 个 别 的 事物 中 概括 出 一 般 性 概念 、 原 则 或 结论 ， 即 从 特殊 到 一 般 。 

本 章 我 们 先 介绍 一 些 演绎 推理 和 归纳 推理 的 基础 ， 然 后 通过 一 个 推理 案 演示 推理 在 
实际 生活 中 的 应 用 。 


9.1 演绎 推理 


所 谓 演绎 推理 ， 就 是 从 一 般 性 的 前 提出 发 ， 通 过 推导 即 “ 演 绎 ”得 出 具体 陈述 或 
个 别 结论 的 过 程 。 


9.1.1 认识 演绎 推理 点 


从 演绎 推理 的 定义 可 以 看 出 ， 演 绎 推理 是 从 一 般 到 特殊 的 推理 。 

演绎 推理 是 前 提 和 结论 之 间 具 有 必然 联系 的 推理 ， 是 前 提 与 结论 之 间 具 有 充分 条 件 
或 充分 必要 条 件 联系 的 必然 性 推理 。 

演绎 推理 的 逻辑 形式 对 于 理性 的 重要 意义 在 于 ， 它 对 人 的 思维 保持 严密 性 、 一 贯 性 
有 着 不 可 替代 的 校正 作用 。 这 是 因为 演绎 推理 保证 推理 有 效 的 根据 并 不 在 于 它 的 内 容 ， 
而 在 于 它 的 形式 。 演 绎 推理 最 典型 、 最 重要 的 应 用 ， 通 常 存在 于 逻辑 和 数学 证 明 中 。 

演绎 推理 的 主要 作用 如 下 。 

口 检验 假设 和 理论 : 演绎 法 对 假说 做 出 推论 ， 同 时 利用 观察 和 实验 来 检验 假设 。 

口 逻辑 论证 的 工具 : 为 科学 知识 的 合理 性 提供 逻辑 证 明 。 

口 作出 科学 预见 的 手段 :把 一 个 原理 运用 到 具体 场合 ， 作 出 正确 推理 。 

演绎 推理 是 一 种 必然 性 推理 ， 推 理 的 前 提 是 一 般 ， 推 出 的 结论 是 个 别 ， 一 般 中 概括 
了 个 别 。 

事物 有 共性 ， 必 然 荀 藏 着 个 别 ， 所 以 “一 般 ” 中 必然 能 够 推 沉 出 “个 别 ”， 而 推演 
出 来 的 结论 是 否 正 确 ， 取 决 于 大 前 提 是 否 正 确 ， 推 理 是 否 合乎 逻辑 。 

演绎 法 也 有 其 局 限 ， 推 理 结论 的 可 靠 性 受 前 提 (归纳 的 结论 〉 的 制约 ， 而 前 提 是 否 
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正确 在 演绎 范围 内 是 无 法 解决 的 。 
演绎 推理 常见 的 形式 有 三 段 论 、 选 言 推理 、 假 言 推理 、 关 系 推理 等 ， 这 些 分 类 中 又 
可 进一步 细 分 ， 如 图 9-1 所 示 。 


充 轩 第 件 假 
言 推理 


9.1.2 三 段 论 


三 段 论 推理 是 演绎 推理 中 的 一 种 简单 判断 推理 。 它 是 由 两 个 含有 一 个 共同 项 的 性 质 
判断 作为 前 提 ， 得 出 一 个 新 的 性 质 判断 为 结论 的 演绎 推理 。 

从 思维 过 程 来 看 ， 任 何 三 段 论 都 必须 具有 大 前 提 、 人 小 前 提 和 和 结论， 缺少 任何 一 部 分 
就 无 法 构成 三 段 论 推理 ， 各 部 分 的 含义 如 下 。 
口 大 前 提 : 已 知 的 一 般 原 理 。 
口 小 前 提 : 所 研究 的 特殊 情况 。 
结论 : 根据 一 般 原 理 ， 对 特殊 情况 作出 判断 。 
我 们 首先 来 看 一 个 


大 如 政协 会 议 肪 都 姓 政 协 生 
王 五 号 政协 委员 ， 
和 大 前 提 是 “参加 政协 会 议 的 都 是 政协 委员 ”， 小 前 提 是 “ 王 五 参 
加 了 政协 会 议 ” 结论 是 “ 王 五 是 政协 委员 ” 


一 个 正确 的 三 : 段 论 有 且 仅 有 3 个 词 项 。 
口 大 项 (用 P 了 表示 〉: 出 现在 大 前 提 中 ， 又 在 结论 中 做 谓 项 的 词 项 。 
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口 中 项 (用 M 表示 )〉 : 联系 大 小 前 提 的 词 项 。 
口 小 项 (用 SS 表示) : 出 现在 小 前 提 中 ， 又 在 结论 中 做 主 项 的 词 项 。 
在 上 面 的 例子 中 ， 大 项 P 是 “政协 委员 ” 中 项 M 是 “政协 会 议 ” 小 项 S 是 “ 王 


五 ”。 
可 以 看 出 ， 三 段 论 的 演绎 过 程 如 图 9-2 所 示 。 


从 图 9-2 和 前 面 的 文字 描述 可 以 看 出 ， 三 段 论 推 理 是 根据 两 个 前 提 所 表明 的 中 项 M 
与 大 项 P 和 小 项 S 之 间 的 关系 ， 通 过 中 项 M 的 媒介 作用 ， 从 而 推导 出 确定 小 项 S 与 大 
项 了 之 间 关 系 的 结论 。 还 可 看 出 ， 在 三 段 论 中 每 个 项 (P、M、S) 都 出 现 了 两 次 。 

需要 注意 的 是 ， 必 须 使 三 段 论 中 的 三 个 项 (P、M、S) 在 其 分 别 重复 出 现 的 两 次 中 ， 
所 指 的 是 同一 个 对 象 ， 具 有 同一 个 外 延 。 否 则 就 会 犯 四 概念 的 错误 。 所 谓 四 概念 的 错误 
就 是 指 ， 在 一 个 三 段 论 中 出 现 了 4 个 不 同 的 概念 。 四 概念 的 错误 往往 是 由 于 作为 中 项 的 
概念 未 保持 同一 而 引起 的 。 

例如 : 


首先 ， 这 个 三 段 论 的 结论 显然 是 错误 的 ! 可 是 ， 这 个 三 段 论 的 大 小 前 提 都 是 真 的 ， 
为 什么 会 由 两 个 真 的 前 提 推 出 一 个 假 的 结论 来 了 呢 ? 

我 们 先 来 分 解 一 下 大 、 中 、 小 项 。 
口 大 项 P: 全 国 各 地 ; 
口 中 项 M: 中 国 的 大 学 ; 
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口 小 项 S: 清华 大 学 。 

在 大 前 提 “《〈 中 国 的 大 学 分 布 于 全 国 各 地 ) 中 ， 中 项 M“ 中 国 的 大 学 ”表示 的 是 中 国 
的 大 学 总 体 ， 是 一 个 集合 概念 。 

而 在 小 前 提 中 ， 中 项 M“ 中 国 的 大 学 ”表示 的 是 “( 清 华 大 学 是 ) 中 国 的 大 学 〈 中 
的 一 所 )” 后 面 省 略 了 部 分 内 容 ， 在 这 里 表示 的 不 是 集合 概念 ， 而 是 一 个 一 般 的 普遍 
概念 。 
因此 ， 看 起 来 文字 是 一 样 的 两 次 重复 出 现 的 内 容 “ 中 国 的 大 学 ”表示 的 实质 不 是 
同一 个 概念 。 也 就 是 说 ， 中 项 M (“中 国 的 大 学 ”) 未 保持 同一 ， 就 出 现 了 4 个 概念 ， 不 
再 只 有 大 项 、 中 项 、 小 项 这 3 个 概念 了 。 这 样 ， 以 “中 国 的 大 学 ”这 个 具有 不 同 概念 的 
内 容 作为 中 项 ， 也 就 无 法 将 大 项 和 小 项 必然 地 联系 起 来 ， 从 而 推出 正确 的 结论 。 


9.1.3 选 言 推 理 


选 言 推理 是 指 传统 逻辑 里 一 类 有 两 个 前 提 的 演绎 推理 ， 其 中 一 个 前 提 是 选 言 命题 ， 
另 一 个 是 该 选 言 命题 的 支 命 题 的 负 命题 。 
什么 是 选 言 命题 呢 ? 看 一 个 例子 : 


购房 oj 可 以 按揭 付款 ， 沁 可 


以 全 人 额 付款 ， 


上 面 的 命题 中 包含 两 个 (或 多 个 ) 选择 ， 就 称 为 选 言 命题 。 

选 言 命题 有 相 容 与 不 相 容 之 分 ， 相 容 选 言 命题 是 指 选 言 中 的 两 个 选 言 支 是 相 容 的 ， 
即 都 可 以 选择 。 而 不 相 容 选 言 命题 是 指 两 个 选 言 支 是 不 相 容 的 ， 只 能 选择 其 中 一 支 。 如 
上 面 例子 中 “购房 付款 ”的 两 种 方式 就 是 不 相 容 的 。 

相应 地 ， 选 言 推理 分 为 相 容 选 言 推理 和 不 相 容 选 言 推理 两 种 。 


1. 相 容 选 言 推理 


相 容 选 言 推理 就 是 以 相 容 选 言 命 题 为 前 提 ， 根 据 相 容 选 言 命 题 的 逻辑 性 质 进行 的 
推理 。 

相 容 选 言 推理 的 基本 原则 是 : 大 前 提 是 一 个 相 容 的 选 言 判 断 ， 小 前 提 和 否定 了 其 中 一 
个 (或 一 部 分 ) 选 言 支 ， 结 论 就 要 肯定 剩 下 的 一 个 选 言 支 。 但 是 ， 若 肯定 一 部 分 选 言 支 ， 
并 不 能 否定 另 一 部 分 选 言 支 。 也 就 是 说 ， 有 以 下 两 条 规则 : 

口 否定 一 部 分 选 言 支 ， 就 要 肯定 另 一 部 分 选 言 支 。 

口 肯定 一 部 分 选 言 支 ， 不 能 否定 另 一 部 分 选 言 支 。 

根据 规则 ， 相 容 选 言 推理 只 有 一 个 正确 的 形式 ， 即 否定 肯定 式 。 就 是 在 大 前 提 中 确 
定 相 容 的 选 言 支 , 在 小 前 题 中 否定 一 部 分 选 言 支 , 则 可 得 出 肯定 另 一 部 分 选 言 支 的 结论 ， 


.249 。 


程序 员 的 数学 思维 修炼 〈 趣 味 解 读 ) 


具体 流程 如 图 9-3 所 示 。 


企 PFA, Q Pf i, ? 


例如 : 有 如 图 9-4 所 示 的 选 言 推理 。 
| 小 王 因 下 去 游泳 忠和 打 丘 乓 球 


所 以 ， 小 王 吉 打 丘 兵 球 
图 9-4 


在 上 面 的 例子 中 ,“ 游 泳 ”和 “ 打 乒 乓 球 ” 是 相 容 的 ， 否 定 一 部 分 选 言 支 “ 游 泳 ”， 
可 以 肯定 另 一 部 分 选 言 支 “ 打 乒乓 球 ”。 因 此 ， 上 面 的 选 言 推理 是 正确 的 。 

但 是 ， 如 果 肯 定 一 部 分 选 言 支 ， 并 不 能 否定 另 一 部 分 选 言 支 。 例 如 ， 如 图 9-5 所 示 
的 推理 就 是 错误 的 。 在 这 个 推理 中 ,肯定 了 一 部 分 选 言 支 (“游泳 ”)， 并 不 能 否定 另 一 部 
分 选 言 支 (“ 打 乒乓 球 ”)。 因 为 相 容 选 言 命题 的 选 言 支 “ 游 泳 ”和 “ 打 乒 乓 球 ” 可 以 同时 
为 真 。 也 就 是 说 , 既 可 去 “游泳 ”又 去 “ 打 乒 乓 球 ”。 因此， 肯定 “游泳 ”不 能 否定 “ 打 


小 王 同 未 去: 斑 泳 中 打扫 于 
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有 以 


理 相 


如 图 


2. 不 相 容 选 言 推理 


不 相 容 选 言 推理 就 是 以 不 相 容 选 言 命 题 为 前 提 ， 根 据 不 相 容 选 言 命题 的 逻辑 性 质 进 
行 的 推理 。 
与 相 容 选 言 推理 不 同 ， 由 于 不 相 容 选 言 中 的 选 言 支 是 不 相 容 的 ， 因 此 ， 和 否定 一 部 分 
选 言 支 ， 就 会 肯定 另 一 部 分 选 言 支 (这 点 与 相 容 选 言 推理 相同 ); 并 且 ， 肯 定 一 部 分 选 言 
支 ， 就 要 否定 另 一 部 分 选 言 支 (这 点 与 相 容 选 言 推理 不 同 )。 也 就 是 说 , 不 相 容 选 言 推理 


下 两 条 规则 : 
口 和 否定 一 间 


分 选 言 支 ， 就 要 肯定 另 一 部 分 选 言 支 。 


口 肯定 一 痢 


分 选 言 支 ， 就 要 否定 另 一 部 分 选 言 支 。 


根据 规则 ， 不 相 容 选 言 推理 有 两 个 正确 的 形式 ， 一 种 是 否定 肯定 式 〈 与 相 容 选 言 推 
同 )， 参 考 图 9-3。 


男 一 种 是 肯定 否定 式 ( 与 相 容 选 言 推理 不 相同 )， 就 是 在 大 前 提 中 确定 不 相 容 的 选 
言 支 ， 在 小 前 提 中 肯定 一 部 分 选 言 支 ， 则 可 得 出 否定 另 一 部 分 选 言 支 的 结论 ， 具 体 流 程 


9-6 所 示 。 


例如 ， 有 如 图 9-7 所 示 的 选 言 推理 。 


购房 oj 可 以 按 提 付款， 也 可 全 领 付 款 


张 三 购 房 冯 有 用 控 揭 付款 


Uy 


Pfi 以 ， 张 三 妊 全 额 付 款 


图 9-7 


图 9-7 所 示 选 言 推理 是 采用 “否定 肯定 式 ” 即 先 否 定 “ 按 揭 付 款 ” 可 推理 出 “全 
额 付款 ” 为 真 的 结论 。 而 图 9-8 则 是 先 肯定 “按揭 付款 ”， 从 而 推理 出 “全 额 付款 ”为 假 


人 二 
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的 结论 。 


购房 叶 可 以 按揭 付款 ， 岂可 全 人 额 付 款 


六 三 购房 册 按 揭 付 吉 
山 


pf ww， 张 三 示例 颌 付款 


图 9-8 


9.1.4 假 言 推理 


假 言 推理 是 根据 假 言 命题 的 逻辑 性 质 进 行 的 推理 。 有 关 假 言 命题 的 相关 内 容 可 参见 
本 书 8.2.5 节 中 的 内 容 。 

根据 3 种 不 同 的 假 言 命题 ， 假 言 推 理 可 分 为 充分 条 件 假 言 推理 、 必 要 条 件 假 言 推理 
和 充分 必要 条 件 假 言 推理 等 3 种 。 

1. 充分 条 件 假 言 推理 


充分 条 件 假 言 推理 是 根据 充分 条 件 假 言 命题 的 逻辑 性 质 进行 的 推理 。 充 分 条 件 假 言 
推理 有 两 条 规则 : 

口 肯定 前 件 ， 就 要 肯定 后 件 ; 否定 前 件 ， 不 能 否定 后 件 。 

口 否定 后 件 ， 就 要 否定 前 件 ， 肯 定 后 件 ， 不 能 肯定 前 件 。 

在 充分 条 件 假 言 推理 中 ， 由 前 件 可 以 推出 后 件 ， 但 并 不 能 由 后 件 推出 前 件 。 

根据 规则 ， 充 分 条 件 假 言 推理 有 两 个 正确 的 形式 。 根 据 第 1 条 规则 ， 可 得 到 “肯定 
前 件 式 ” 如 图 9-9 所 示 。 


大 前 担 :| 如 印 r, 于 作 a 


ss 
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充分 条 件 假 言 推理 的 另 一 种 形式 是 “否定 后 件 式 ”， 如 图 9-10 所 示 。 


大 前 担 : 如 刍 ?， 拷 儿 a 


小 前提: 站 


图 9-10 


kg 时 而 个 三 角 开 全 等 ， 则 它 
们 配 积 柏 等 ; 这 两 个 三 角形 全 


等 ， 折 以 ， 它 们 面积 相等 ， 
在 这 个 例子 中 ， 前 件 是 “两 个 三 角形 全 等 ” 后 件 是 “两 个 三 角形 面积 相等 ” 肯定 
了 前 件 〈 两 个 三 角形 全 等 )， 因 此 ， 后 件 也 必定 为 真 〈 面 积 相等 )。 但 是 ， 如 果 和 否定 前 件 ， 
并 不 能 否定 后 件 ， 即 “两 个 三 角形 不 全 等 ， 并 一 定 其 面积 就 不 相等 ”。 
用 同一 个 例子 来 看 “否定 后 件 式 ”: 


Ko 时 两 个 三 角形 全 等 ， 它 
积 相 等， 这 两 个 三 角形 面 祝 不 等 ， 
以 ， 它 们 不 星 全 等 三 角 开 
否定 了 后 件 (两 个 三 角形 面积 不 等 )， 因 此 ， 也 将 否定 前 件 (不 是 全 等 三 角形 )。 但 
是 ， 如 果 肯 定 后 件 ， 并 不 能 肯定 前 件 ， 即 “两 个 三 角形 面积 相等 ， 并 一 定 就 全 等 ”。 
2. 必要 条 件 假 言 推理 
必要 条 件 假 言 推理 是 根据 必要 条 件 假 言 命题 的 逻辑 性 质 进行 的 推理 。 必 要 条 件 假 言 
推理 有 两 条 规则 : 
口 否定 前 件 ， 就 要 否定 后 件 ， 肯 定 前 件 ， 不 能 肯定 后 件 。 
口 肯定 后 件 ， 就 要 肯定 前 件 ;， 否定 后 件 ， 不 能 否定 前 件 。 


根据 规则 ， 必 要 条 件 假 言 推理 有 两 个 正确 的 形式 。 根 据 第 一 条 规则 ， 可 得 到 “否定 
前 件 式 ” 如 图 9-11 所 示 。 


3 


程序 员 的 数学 思维 修炼 〈 趣 味 解 读 ) 


大 前 报 | 只 有 P， 才 8 


图 9-11 


例如 ;下面 是 “否定 前 件 式 ”: 


口 有 年 小 十 八 同 岁 ， 才 有 

小 地 直 满 十 八 岁 ， 镍 以， 小 地 ， 

誉 权 ， 

这 个 例子 中 ， 前 件 是 “年 满 十 八 周岁 ”， 后 件 是 “选举 权 ”， 否定 了 前 件 ， 所 以 后 件 
也 为 假 。 但 是 ， 肯 定 前 件 并 不 能 肯定 后 件 ， 即 “小 李 满 了 十 八 周岁 ， 并 不 一 定 就 有 选举 
权 ”% 因此 “ 满 十 八 周岁 ”只 是 “选举 权 ” 的 一 个 必要 条 件 , 其 他 条 件 也 可 能 导致 没有 “ 选 
举 权 ”。 

下 面 的 例子 是 “肯定 后 件 式 ” 


有 年 注 十 八 固 岁 ， 才 有 选举 权 ， 
小 张 有 诞 举 权 ， 所以， 小 张 年 满 十 八 
岁 3 。 


. 254 。 
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肯定 了 后 件 〈《 有 选举 权 )， 则 前 件 必 定 为 真 〈 年 满 十 八 岁 )， 也 就 是 说 “只 要 有 选举 
权 ， 肯 定 已 满 十 八 周岁 ”。 但 是 ， 否 定 后 件 不 一 定 能 否定 前 件 ， 如 “小 李 没 有 选举 权 ”， 
并 不 一 定 表示 “小 李 未 满 十 八 周岁 ”， 因 为 还 有 其 他 原因 导致 小 李 没有 选举 权 ， 而 “年 满 
十 八 周岁 ”只 是 一 个 必要 条 件 。 


3. 充分 必要 条 件 假 言 推理 


充分 必要 条 件 假 言 推理 是 根据 充分 必要 条 件 假 言 命题 的 罗 辑 性 质 进行 的 推理 。 充 分 
必要 条 件 假 言 推理 有 两 条 规则 : 
口 肯定 前 件 ， 就 要 肯定 后 件 ， 肯 定 后 件 ， 就 要 肯定 前 件 。 
口 否定 前 件 ， 就 要 否定 后 件 ， 否 定 后 件 ， 就 要 否定 前 件 。 

根据 规则 ， 充 分 必要 条 件 假 言 推理 有 4 种 正确 的 形式 。 根 据 第 一 条 规则 ， 有 “肯定 
前 件 式 ”和 “肯定 后 件 式 ”两 种 形式 ， 如 图 9-13 所 示 。 


人 ED 


图 9-13 


根据 第 二 条 规则 有 “和 否定 前 件 式 ” 和 “和 否定 后 件 式 ” 两 种 形式 ， 如 图 9-14 所 示 。 


) 前提 


例如 : 以 下 例子 是 “肯定 前 件 式 ” 

一 个 数 当 有 旦 仅 当 能 被 整除， 这 个 
教 力 偶数 : 1 能 被 :整除 ， Pf 以，10 星 保 
数 ， 


Se 
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在 上 面 例子 中 ， 前 件 是 (能 被 2 整除 )， 后 件 为 〈 是 偶数 )， 当 肯定 前 件 〈 能 被 2 整 
除 )， 则 后 件 也 为 真 《 是 偶数 )。 
而 “肯定 后 件 式 ” 例 子 如 下 : 


一 个 数 当 和 且 仅 当 能 被: 整除， 这 个 
数 力 偶数 ， 1 足 偶 数 ， 所 以 ， 0 能 被 : 束 
除 


这 个 例子 肯定 后 件 〈 是 偶数 )， 则 前 件 也 为 真 〈 能 被 2 整除 )。 
类 似 地 ， 如 下 是 “否定 前 件 式 ” 的 例子 : 


一 个 数 当 和 且 仅 当 能 被 :整除 ， 广 个 
数 为 保 数 ， ?不 能 被 整除 ， 所 以 ，? 不 足 
保 数 ， 


这 个 例子 否定 前 件 〈 不 能 被 2 整除 )， 所 以 ， 后 件 也 为 假 〈 不 是 偶数 )。 
再 看 “否定 后 件 式 ” 的 例子 : 


一 个 数 消 且 仅 当 能 被 : 束 除 ， 广 个 
孝 为 偶数 ?不 旺 偶数 ， 所 以 ，? 不 能 被 
束 陈 9 
这 个 例子 否定 后 件 〈 不 是 偶数 )， 所 以 ， 前 件 也 为 假 〈 不 能 被 2 整除 )。 
9.1.5 ”关系 推理 


在 演绎 推理 中 ， 关 系 推理 是 比较 简单 的 一 种 类 型 ， 关 系 推理 没有 太 多 的 分 类 。 

所 谓 关系 推理 ， 是 指 前 提 至 少 有 一 个 是 关系 判断 ， 并 按 其 关系 的 逻辑 性 质 而 进行 推 
演 的 演绎 推理 。 

例如 : 有 “A 大 于 B” 的 一 个 关系 判断 ， 则 可 以 有 以 下 关系 推理 : 


大 
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这 个 例子 是 一 种 反对 称 性 关系 推理 。 就 是 根据 一 个 已 知 的 关系 判断 ， 反 向 推理 出 另 
一 个 关系 判断 。 

另外 ， 对 于 在 前 提 中 定义 的 多 个 关系 判断 ， 还 可 能 会 有 传递 。 例 如 ， 有 “A 大 于 B， 
B 大 于 C” 这 样 两 个 关系 判断 作为 前 提 ， 则 可 推理 出 : 


在 日 常生 活 中 我 们 经 常 要 用 到 演绎 推理 的 一 种 或 几 种 形式 。 例 如 ， 在 公务 员 考 试 中 
就 经 常会 有 这 方面 的 试题 ， 下 面 我 们 来 看 一 道 公务 员 考试 中 的 演绎 推理 试题 ， 具 体 题 目 
如 下 : 

某 仓库 失 穷 ，4 个 保管 员 因 涉嫌 而 被 传讯 。4 人 的 供述 如 下 : 

甲 : 我 们 4 人 都 没 作 案 ; 

乙 : 我 们 中 有 人 作案 ; 

两 : 乙 和 丁 至 少 有 一 人 没 作 案 ; 

丁 : 我 没 作 案 。 

如 果 4 人 中 有 两 人 说 的 是 真 话 ， 有 两 人 说 的 是 假 话 ， 则 以 下 哪 项 断定 成 立 ? 


A. 说 真 话 的 是 甲 和 了 丁 B. 说 真 话 的 是 乙 和 两 
C. 说 真 话 的 是 甲 和 丙 D. 说 真 话 的 是 乙 和 了 丁 


这 道 题 的 前 提 是 : 4 个 人 中 有 两 人 说 真 话 ， 两 人 说 假 话 。 

下 面 就 来 分 析 推 理 哪 两 人 说 的 是 真 话 ， 哪 两 人 说 的 是 假 话 ， 具 体 过 程 如 下 。 

首先 看 甲 ， 他 说 的 是 “我 们 4 人 都 没有 作案 ”他 这 话 的 含义 是 “作案 者 不 在 我 们 4 
个 人 中 ， 另 有 其 人 ”， 他 的 话 有 可 能 真 ， 也 可 能 假 。 

接着 看 乙 ， 他 说 的 是 “我 们 中 有 人 作案 ” 他 这 话 的 含义 是 “作案 者 在 我 们 4 人 中 六 
他 的 话 有 可 能 真 ， 也 有 可 能 假 。 

与 甲 的 话 对 比 来 看 ， 两 人 的 话 是 互相 矛盾 的 ， 如 果 一 个 说 的 是 真 话 ， 另 一 个 肯定 就 
是 假 话 。 也 就 是 说 ， 甲 、 乙 两 人 中 有 一 人 说 真 话 ， 有 一 人 说 假 话 ， 即 甲 、 乙 之 问 构成 了 


不 相 容 选 言 推 理 。 
《2 早 甲 ， 则 站 已 


ko 名 己 ， 则 注 男 


i 
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根据 前 提 (有 两 人 说 真 话 ， 两 人 说 假 话 )， 既 然 甲 、 乙 中 有 一 人 说 假 话 了 ， 那 么 ， 
另 一 个 说 假 话 的 人 就 是 丙 和 丁 中 的 一 位 了 。 这 构成 一 个 假 言 推理 : 如 果 甲 、 乙 有 一 人 说 
假 话 ， 那 么 ， 丙 、 丁 也 有 一 人 说 假 话 。 


大 前 担 : 而 人 放假 证 


让 前提 里 二 有 一 人 说 假 语 | 


结论 | 丙丁 有 一 人 说 假 话 


根据 以 上 结论 ， 可 以 得 到 两 、 丁 之 间 也 是 一 种 不 相 容 选 言 推理 ， 即 : 


k 早 而， 则 闫 本 


再 看 两 ， 他 说 的 是 “ 乙 和 丁 至 少 有 一 人 没 作案 ”， 他 这 话 的 含义 是 “ 乙 和 丁 至 少 有 
一 人 没 作案 ， 也 可 能 两 人 都 没 作案 ”。 

而 丁 说 的 是 “我 没 作案 。” 

根据 前 面 的 推理 ， 丙 、 丁 之 间 有 一 人 说 假 话 ， 构 成 不 相 容 选 言 推理 。 如 果 丁 说 的 是 
真 话 ， 那 么 可 以 推出 两 也 说 的 是 真 话 《因为 两 说 “ 乙 和 丁 至 少 有 一 人 没 作案 ”>， 显 然 不 
符合 前 面 推出 的 不 相 容 选 言 推理 的 结论 。 

因此 ， 可 以 推理 出 丁 说 的 是 假 话 ， 则 丙 说 的 就 是 真 话 。 

接 下 来 ， 由 于 丁 说 的 是 假 话 ， 丁 说 “我 没有 作案 ”， 就 是 假 的 了 ， 取 否定 值 ， 则 表 
示 “ 丁 作案 了 ”， 那 么 ,很 明显 就 可 看 出 甲 、 乙 两 人 中 甲 说 的 是 假 话 ( 甲 说 “我 们 四 人 都 
没有 作案 ”， 而 现在 已 确定 丁 是 作案 者 )， 乙 说 的 是 真 话 了 ( 乙 说 “我 们 中 有 人 作案 ”)。 

最 后 得 出 结论 经 ， 四 人 中 ， 甲 、 丁 说 的 是 假 话 ， 乙 、 丙 说 的 是 真 话 ， 即 选择 答案 B。 


9.2 归纳 推理 


除了 演绎 推理 外 ， 在 逻辑 推理 中 常用 的 还 有 一 种 称 为 “归纳 推理 ”的 方法 。 下 面 我 
们 来 研究 归纳 推理 ， 以 及 对 比 其 与 演绎 推理 的 关系 。 


9.2.1 什么 是 归纳 推理 


我 国 著名 数学 家 华罗庚 写 的 《数学 归纳 法 》 一 书 中 ， 举 过 这 样 一 个 例子 : 


“2358. 
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从 一 个 袋子 里 摸 出 来 的 第 一 个 是 红 玻 璃 球 ， 第 二 个 是 红 玻 璃 球 ， 甚 至 第 三 个 、 第 四 
个 、 第 五 个 都 是 红 玻 璃 球 的 时 候 ， 我 们 立刻 会 出 现 一 种 猜想 :“ 是 不 是 这 个 袋子 里 的 东西 
全 部 都 是 红 玻 璃 球 ? ”但 是 ， 当 我 们 有 一 次 摸 出 一 个 白 玻 璃 球 的 时 候 ， 这 个 猜想 失败 了 。 
这 时 ， 我 们 会 出 现 另 一 种 猜想 :“ 是 不 是 袋 里 的 东西 全 都 是 玻璃 球 ? ”但 是 ， 当 有 一 次 摸 
出 来 的 是 一 个 木 球 的 时 候 ， 这 个 猜想 又 失败 了 。 那 时 ， 我 们 又 会 出 现 第 三 个 猜想 :“ 是 不 
是 袋 里 的 东西 都 是 球 ? ”这 个 猜想 对 不 对 ， 还 必须 继续 加 以 检验 ， 要 把 袋 里 的 东西 全 部 
摸 出 来 ， 才 能 见 分 晓 。 

华罗庚 举 的 这 个 例子 ， 是 对 简单 枚 举 归纳 推理 结论 性 质 的 一 个 通俗 说 明 。 

人 们 应 用 简单 枚 举 归 纳 推理 ， 当 然 可 以 从 为 数 不 多 的 事例 中 推导 出 普遍 的 规律 性 
来 ， 然 而 这 还 是 一 个 “猜想 ”。 这 种 猜想 对 不 对 ， 还 必须 进一步 加 以 验证 。 

从 一 个 袋子 里 摸 球 ， 连 续 摸 了 5 次 ， 摸 的 都 是 红 玻 璃 球 ， 这 时 候 ， 我 们 可 以 通过 简 
单 枚 举 归 纳 推理 得 出 结论 :“ 这 个 袋子 里 装 的 都 是 红 玻 璃 球 。” 但 是 ， 得 出 这 个 结论 时 ， 
必须 清醒 地 认识 到 这 个 结论 是 不 可 靠 的 。 正 如 这 个 例子 所 表明 的 ， 第 6 次 摸 出 的 却 是 白 
玻璃 球 了 ， 这 就 把 前 面 的 结论 推翻 了 。 因 此 ， 当 摸 了 6 个 球 后 ， 只 能 得 出 “这 个 袋子 里 
装 的 都 是 玻璃 球 ” 的 结论 了 ; 摸 第 7 个 球 时 ， 又 只 能 得 出 “这 个 袋子 里 装 的 都 是 球 ” 的 
结论 。 当然， 这 个 结论 也 未 必 正 确 。 

现在 ， 我 们 可 以 给 归纳 推理 下 个 定义 了 。 所 谓 归纳 推理 ， 就 是 从 个 别 性 知识 推出 一 
般 性 结论 的 推理 。 例 如 ， 在 上 面 的 摸 球 例子 中 ， 就 是 从 有 限 的 摸 球 次 数 中 推出 相应 的 
结论 。 

传统 上 ， 根 据 前 提 所 考察 对 象 范 围 的 不 同 ， 把 归纳 推理 分 为 完全 归纳 推理 和 不 完全 
归纳 推理 ， 如 图 9-15 所 示 。 完 全 归纳 推理 考察 了 某 类 事物 的 全 部 对 象 ， 不 完全 归纳 推理 
则 仅仅 考察 了 某 类 事物 的 部 分 对 象 。 例 如 ， 在 前 面 摸 球 的 例子 中 ， 经 过 多 次 摸 球 得 出 结 
论 是 不 完全 归纳 推理 ， 如 果 将 袋 中 的 球 全 部 摸 出 后 得 出 的 结论 就 是 完全 归纳 推理 。 


归纳 推理 


不 完全 归纳 推理 


图 9-15 


归纳 推理 的 前 提 是 其 结论 的 必要 条 件 。 另 外 ， 归 纳 推 理 的 前 提 是 真实 的 ， 但 结论 却 
未 必 为 真 ， 而 可 能 为 假 。 例 如 ， 有 名 的 “ 守 株 待 免 ” 故 事 ， 就 是 根据 某 天 有 一 只 兔子 撞 
到 树 上 死 了 ， 推 出 每 天 都 会 有 兔子 撞 到 树 上 死 掉 ， 显 然 这 个 结论 是 假 的 。 


2a 


程序 员 的 数学 思维 修炼 〈 趣 味 解 读 ) 


9.2.2 ”完全 归纳 推理 


完全 归纳 推理 是 根据 某 类 事物 中 每 1 对 象 都 具有 (或 不 具有 ) 某 种 属性 ， 从 而 推出 
该 类 事物 全 部 对 象 都 具有 (或 都 不 具有 ) 某 种 属性 的 结论 。 

例如 : 以 下 就 是 一 个 完全 归纳 推理 的 例子 。 

大和 于洋 己 经 被 污 涩 ; 

大 西洋 己 经 被 污 津 ; 

纯度 洋 己 经 被 污 津 : 

北冰洋 己 经 被 污染 : 

大 王 洋 、 大 西洋 、 印 度 洋 和 北冰洋 足 地 
球 上 的 全 部 大 洋 ， 

Pf 以， 地 球 上 Pi 有 大 洋 都 2 经 被 污 妾 ， 
可 以 看 到 ， 这 种 完全 归纳 推理 的 逻辑 形式 如 下 


5 7; 
5, 吨 ?， 
5 吓 ?: 
5 9、 人、 $5 星 5 类 的 全 去) 对 象 ， 


Pir x, Ph 有 siB 2?. 
完全 归纳 推理 的 特点 是 ， 在 前 提 中 考察 了 某 一 类 事物 的 全 部 对 象 ， 结 论 没有 超出 前 
提 所 断定 的 知识 范围 ， 因 此 ， 其 前 提 和 结论 之 间 的 联系 是 必然 的 。 
运用 完全 归纳 推理 要 获得 正确 的 结论 ， 必 须 满足 两 条 要 求 : 
口 在 前 提 中 考察 了 某 一 类 事物 的 全 部 对 象 。 
口 前 提 中 对 该 类 事物 每 个 对 象 所 做 出 的 断定 都 是 真 的 。 
完全 归纳 推理 在 日 常生 活 中 经 常用 到 。 如 “ 某 中 学 的 实验 班 高 考 成 绩 都 上 了 二 本 
线 ” “今天 车 间 生 产 的 产品 全 部 合格 ” “实验 班 的 任课 老师 都 是 高 级 教师 ”等 结论 ， 都 
是 通过 完全 归纳 推理 获得 的 。 概 括 地 说 ， 完 全 归纳 推理 的 作用 主要 有 以 下 两 方面 : 
口 认识 作用 。 虽 然 完全 归纳 推理 的 前 提 所 断定 的 知识 范围 和 结论 所 断定 的 知识 范 
围 相 同 ， 但 它 仍 然 可 以 提供 新 知识 。 这 是 因为 ， 它 的 前 提 是 个 别 性 知识 的 判断 ， 
而 结论 则 是 一 般 性 知识 的 判断 ， 也 就 是 说 ， 完 全 归纳 推理 能 使 认识 从 个 别 上 升 
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到 一 般 。 
口 论证 作用 。 由 于 完全 归纳 推理 是 一 种 前 提 蓝 涵 结 论 的 必然 性 推理 ， 因 而 人 们 常 
常用 它 来 证 明 论 点 。 


由 于 完全 归纳 推理 的 结论 必须 在 考察 了 某 类 事物 的 全 部 对 象 后 才能 做 出 ， 因 此 这 种 
推理 方法 的 使 用 会 受到 一 定 的 限制 。 例 如 ， 通 常 以 下 两 种 情况 就 无 法 〈 或 不 适合 ) 使 用 
完全 归纳 推理 : 

口 当 对 某 类 事物 中 包含 的 个 体 对 象 的 确切 数目 还 不 甚 明了 ， 或 遇 到 该 类 事物 中 包 
的 个 体 对 象 的 数目 太 大 乃至 无 限 大 ， 没 办 法 一 一 考察 时 ， 这 时 ， 就 不 可 能 使 
完全 归纳 推理 。 

口 当 某 类 事物 中 包含 的 个 体 对 象 虽 有 限 ， 也 能 考察 穷尽 ， 但 不 宜 考察 或 不 必 考 察 

时 ， 也 不 适宜 使 用 完全 归纳 推理 。 例 如 ， 某 鞭炮 厂 要 考察 本 批 产品 是 否 全 部 能 

正常 燃放 ， 不 可 能 将 所 有 睦 炮 都 燃放 了 ， 再 得 出 结论 。 


K 汪 芭 


9.2.3 不 完全 归纳 推理 


前 面 提 到 ， 当 所 要 考察 的 事物 数量 极 多 ， 甚 至 是 无 限 的 时 候 (或 者 因为 某 些 特殊 情 
况 ),， 不 能 使 用 完全 归纳 推理 ,这 时 就 需要 使 用 不 完全 归纳 推理 。 那 么 ,什么 是 不 完全 归 
纳 推 理 ? 

从 名 称 可 看 出 ， 不 完全 归纳 推理 是 根据 某 一 类 事物 中 的 一 部 分 对 象 都 具有 某 种 属 
性 ， 从 而 推出 该 类 事物 都 具有 该 种 属性 的 结论 。 

在 进行 不 完全 归纳 推理 时 ， 根 据 选 择 某 一 类 事件 中 一 部 分 对 象 的 不 同方 法 ， 又 可 将 
不 完全 归纳 推理 分 为 简单 枚 举 归 纳 推理 、 科 学 归纳 推理 、 概 率 归 纳 推理 和 统计 归纳 推理 
等 4 种 方式 。 

1. 简单 枚 举 归 纳 推理 


在 一 类 事物 中 , 根据 已 观察 到 的 部 分 对 象 都 具有 某 种 属性 , 并 且 没有 遇 到 任何 反例 ， 
从 而 推出 该 类 事物 都 具有 该 种 属性 的 结论 ， 这 就 是 简单 枚 举 归纳 推理 。 

例如 ， 哥 德 巴赫 猜想 就 是 用 了 简单 枚 举 归 纳 推理 提出 来 的 。200 多 年 前 ， 德 国 数学 
家 哥 德 巴赫 发 现 一 个 现象 ， 一 些 奇数 都 分 别 等 于 3 个 素数 之 和 ， 例 如 : 

17=3+3+11 

41=11+13+17 

77=7+17+53 

461=5+7+449 

哥 德 巴赫 并 没有 把 所 有 奇数 都 列举 出 来 (也 不 可 能 将 所 有 奇数 列 完 )， 只 是 从 少数 
例子 出 发 就 提出 了 一 个 猜想 : 所 有 大 于 5 的 奇数 都 可 以 分 解 为 3 个 素数 之 和 。 这 就 是 
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型 的 “简单 枚 举 归纳 推理 ”。 
可 以 看 出 ， 简 单 枚 举 归纳 推理 的 逻辑 形式 如 下 : 
5 7; 
5, 中 Ps 


5 兄 P， 
5 5 5 中 5 来 押 部 分 对 象 ， 昌 不 存 磊 
5 不 足 PD) 情 : 史 。 
Pfr :4. Pf 有 sBE 7?, 
可 以 看 出 ， 简 单 枚 举 归纳 推理 的 结论 是 或 然 的 〈 不 是 必然 的 )。 如 本 节 开 头 介绍 的 
华罗庚 所 说 的 摸 球 例子 ， 随 着 枚 举 对 象 数量 的 增多 ， 有 可 能 出 现 反 例 。 
口 枚 举 的 数量 要 足够 多 ， 考 察 的 范围 要 足够 广 。 
口 考察 有 无 反例 。 
在 进行 枚 举 归纳 推理 时 ， 如 果 不 注意 以 上 两 点 ， 就 会 犯 “ 以 偏 盖 全 ”的 逻辑 错误 ， 
出 现 类 似 “ 守 株 待 兔 ” 式 的 结论 。 
2. 科学 归纳 推理 


科学 归纳 推理 是 根据 某 一 类 事物 中 部 分 对 象 与 某 种 属性 间 因 果 联 系 的 分 析 ， 推 出 该 
类 事物 具有 该 种 属性 的 推理 。 
例如 ， 有 以 下 实验 及 推理 过 程 : 


匀 受 热 后 体积 及 了 急 ; 
铜 受热 后 体积 膛 人 能， 
铝 受 执 后 休 积 脐 肘 ; 


出 于 全 属 受 热 巨 分 了 疑 职 力 臣 弓 ， 分 了 
运动 加 如 ， 分 了 癌 跑 山地 加 ,从 而 手 致 体积 膨 
能 ， 硬 鲜 、 钢 、 铅 都 中 全 属 ， 

Pf 以，Pf 有 全 属 受 热 休 积 都 脐 传 ， 
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可 以 看 出 ， 前 面部 分 与 枚 举 归纳 类 似 ， 都 是 枚 举 某 一 类 事物 的 同一 个 属性 ， 只 是 在 
有 限 的 枚 举 之 后 ， 有 一 段 关于 属性 与 对 某 一 类 对 象 之 间 有 因果 联系 (而 这 个 因果 联系 是 
与 科学 分 析 相 关 的 ) 的 描述 ， 最 后 得 出 结论 。 
因此 ， 科 学 归纳 推理 的 逻辑 形式 如 下 : 


5 中 ?; 
5 中 P; 


5 5 “~ 5, 星 5 尖 仿 语 分 对 象 ， 和 且 与 ?有 
由 时 联系 ， 
Pf :/, Pr 有 5 者 g 足 ?， 


需要 注意 的 是 ， 在 科学 归纳 推理 中 ， 枚 举 出 某 一 类 事物 中 的 对 象 与 属性 之 间 的 因果 
联系 ， 必 须 是 满足 已 有 科学 知识 (如 上 例 中 “分 子 受热 ”变化 是 一 种 客观 存在 的 科学 
知识 )。 


3. 概率 推理 


在 本 书 第 6 章 专门 讨论 了 概率 ， 并 且 知 道 概率 是 一 种 数学 统计 方法 。 其 实 ， 也 可 以 
将 这 种 数学 统计 规律 运用 到 逻辑 推理 中 ， 就 形成 了 概率 推理 这 种 方法 。 

根据 第 6 章 介 绍 的 知识 我 们 知道 ， 某 种 随机 事件 的 概率 愈 大 ， 表 明 该 事件 发 生 的 可 
能 性 程度 就 愈 大 ， 反之， 其 概率 愈 小 ， 表 明 该 事件 发 生 的 可 能 性 程度 也 就 愈 小 。 因 此 ， 
某 一 随机 事件 的 概率 大 小 ， 标 志 着 该 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 小 。 运 用 概率 这 种 逻辑 方法 
( 它 更 是 一 种 数学 方法 ) 进行 逻辑 推理 时 ， 首 先 需 要 对 大 量 的 基本 事件 进行 广泛 的 考查 。 
考查 范围 愈 广 ， 对 象 愈 多 ， 从 中 获得 的 概率 本 身 的 正确 性 就 愈 大 ， 反 之 ， 如 果 考 查 范围 
很 窗 ， 对 象 很 少 ， 那 么 从 中 获得 的 概率 ， 未 必 就 是 该 类 事件 的 概率 。 因 此 还 可 以 说 ， 概 
率 是 从 个 别 中 归纳 出 一 种 关于 一 般 的 可 能 性 规律 。 

下 面 看 一 个 例子 : 

根据 概率 相关 知识 ， 我 们 知道 抛掷 一 枚 硬币 时 ， 正 面 朝 上 和 反面 朝 上 的 概率 几乎 相 
等 。 则 连续 抛 搓 100 次 硬币 ， 正 面 朝 上 的 次 数 为 多 少 次 ? 

这 个 例子 中 ， 大 前 提 是 “硬币 正 反面 概率 相等 ” 那么 “ 抛 100 次 硬币 ” 则 可 推出 
结论 是 “正面 朝 上 50 次 ” 
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大 前 担 :| 硬币 下 反面 概 御 相等 


和 
结论 :| 王 配 朝 上 9 次 左右 


需要 注意 的 是 ， 这 个 结论 不 是 必然 的 ， 而 只 是 一 个 可 能 值 。 

概率 告诉 我 们 的 是 大 量 选 取 中 所 发 生 的 情况 ， 并 不 能 直接 推导 出 下 一 次 的 准确 结 
果 。 例 如 ， 将 上 例 中 的 问题 进行 修改 ， 具 体 描述 如 下 : 

根据 概率 相关 知识 ， 我 们 知道 抛掷 一 枚 硬币 时 ， 正 面 朝 上 和 反面 朝 上 的 概率 几乎 相 
等 。 现 在 已 经 连续 抛 挪 了 5 次 硬币 ， 每 次 都 是 正面 朝 上 ， 那 么 ， 接 着 抛 第 6 次 时 一 定 会 
反面 朝 上 吗 ? 

ote eset tt wn te igi en 
币 都 会 得 到 一 正 一 反 的 结果 。 在 这 个 例子 中 ， 前 5 次 虽然 都 得 到 正面 朝 上 的 结果 ， 但 这 
9 
与 之 前 抛掷 的 结果 并 没有 关系 。 

不 过 ， 随 着 抛掷 硬币 次 数 的 增多 ,硬币 正面 朝 上 和 反面 朝 上 之 比 将 会 趋 近 于 1:1 ( 即 
各 点 50% )。 


4. 统计 推理 
在 统计 学 中 ， 某 一 被 研究 领域 的 全 部 对 象 称 为 总 体 ， 从 总 体 中 抽 选 出 来 加 以 考察 的 那 一 
部 分 对 象 称 为 样本 。 由 样本 具有 某 种 属性 推导 出 总 体 也 具有 某 种 属性 的 推理 称 为 统计 推理 。 
例如 ， 某 大 学 对 大 四 学 生 是 否 考研 进行 了 抽样 调查 ， 并 根据 抽样 数据 进行 统计 ， 得 
出 以 下 统计 推理 过 程 : 
对 大 四 党 生 者 研 护 抽样 调 走 
第 全 本 准 备 走 研 :， 
第 1 位， 不 老 研 : 
第 3 位， 准备 者 研 : 
条 4 位 ， 不 者 研 ， 
第 5 位 ， 不 考研 ， 


a 条， 了 中 ? 哆 的 富 
生 准 备 老 研 : 
pf 以， 该 校 大 四 字 生 有 ?25 准备 者 研 ， 
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可 以 看 出 ， 在 统计 推理 中 ， 通 过 某 一 小 部 分 样本 的 数据 统计 结果 推导 出 整体 数据 的 
相关 结论 。 根 据 上 面 的 过 程 ， 可 知道 统计 推理 的 逻辑 形式 如 下 : 


5 峡 ?; 


5、 5 中 从 5 于 籽 取 押 样 本 ， 卫 中 必 
的 对 和 象 身 有 性 质 ?， 
所 以 ，3 业 所 有 对 象 中 有 各 且 有 性 所 ， 


在 统计 推理 中 ， 要 使 最 终 推导 出 的 结论 可 靠 ， 抽 样 必须 要 具有 代表 性 ， 也 就 是 说 抽 
取 的 样本 要 具有 代表 性 。 根 据 不 同 的 统计 总 体 特性 ， 可 设计 不 同 的 抽样 方式 。 例 如 ， 对 
于 流水 线 上 的 产品 进行 抽样 ， 可 考虑 在 几 个 间隔 均匀 的 时 间 段 抽样 ， 或 间隔 均匀 的 产品 
数量 中 进行 抽样 。 


9.3 足球 比赛 的 得 分 


学 习 了 一 些 常 用 逻辑 推理 的 方法 ， 下 面 我 们 进行 综合 运用 ， 推 算 一 场 比赛 中 各 队 之 
间 的 比分 。 


9.3.1 粗心 的 记分 员 


某 大 学 数学 系 举办 一 次 足球 比赛 ， 分 年 级 组 织 了 4 队 ， 分 别 是 大 一 队 、 大 二 队 、 大 
三 队 、 大 四 队 。 这 4 支 足 球 队 之 间 进 行 循 环 赛 ,， 每 两 队 之 间 都 比赛 一 场 ， 即 每 支 球 队 要 
与 另外 3 队 进 行 比赛 ， 也 就 是 说 每 支 球 队 要 踢 3 场 比赛 。 

每 场 比赛 后 , 比赛 组 织 者 都 要 将 该 场 比赛 中 两 队 的 比分 填 到 如 图 9-16 所 示 的 比分 表 
中 ， 并 将 该 场 比赛 后 各 队 的 输赢 场 数 、 进 球 数 、 失 球 数 进行 汇总 填 到 如 图 9-17 所 示 的 
表 中 。 
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t 比 赛 球 队 tt 分 
大 名 天 三 
大 四 : 大 二 
大 四 : 大 一 
大 三 # 从 三 
本 
大 二 : 大 一 
图 9-16 


球 队 | 己 赛场 数 | 苏 狂 场 数 | 关 败 场 教 | 王 局 场 数 | 进 球 数 | 关 球 数 


可 是 ,在 进行 了 5 场 比赛 之 后 ， 由 于 记分 员 小 朱 同 学 的 粗心 大 意 , 将 图 9-16 所 示 芯 
比分 表 弄 丢 了 ， 并 且 图 9-17 所 示 比 赛 成 绩 汇总 表 也 被 撕毁 ， 最 后 只 恢复 出 3 行 数据 ， 旭 
图 9-18 所 示 就 是 恢复 的 3 行 数据 。 


球 队 | 己 赛 场 数 | 获胜 场 数 | 关 败 场 数 | 平局 场 数 | 进 球 数 | 关 球 数 


大 去 3 2 0 1 2 0 
站 六 0 2 0 3 5 
图 9-18 
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这 可 怎么 办 ! 眼看 只 剩 一 场 比赛 ， 整 个 循环 赛 就 结束 了 ， 而 前 儿 周 进行 的 这 5 场 比 
赛 也 记 不 清 各 队 的 比分 情况 了 。 
怎么 办 ? 能 不 能 用 图 9-18 所 示 的 残余 数据 推算 出 前 5 场 比赛 的 比分 ? 


9.3.2 ”从 已 有 数据 推算 出 比分 


从 图 9-18 所 示 的 数据 中 可 以 看 出 , 虽然 这 张 表 格 只 剩 部 分 数据 ,不 过 好 在 只 少 了 一 
行 数据 (大 一 队 的 数据 不 见 了 )， 还 有 3 行 数据 ， 即 75% 的 数据 保留 下 来 了 ， 应 该 可 以 
通过 这 3 行 数据 推导 出 被 撕 掉 那 一 行 的 数据 ， 同 时 ， 也 可 将 各 队 的 比分 还 原 出 来 。 

为 了 方便 描述 ， 为 4 支 球 队 进 行 编 号 如 下 。 

A: 大 四 队 ; 

B: 大 三 队 ; 

C: 大 二 队 ; 

Di 天 一 内 。 

要 还 原 出 数据 ， 首 先 应 从 较 多 的 信息 着 手 。 根 据 前 提 条 件 (已 知 条 件 )，4 支 球 队 进 
行 循环 比赛 ， 每 支 球 队 应 该 要 进行 3 场 比赛 ， 而 从 图 9-18 所 示 残 余数 据 中 可 看 到 ，B 队 
共 进 行 了 3 场 比赛 ， 因 此 ， 我 们 先 从 B 队 入 手 。 有 具体 步骤 如 下 。 

(1) 先 看 B 队 《〈 大 三 队 ) 的 成 绩 ， 共 比赛 了 3 场 〈 即 与 其 他 3 队 都 已 比赛 完成 )， 
比赛 成 绩 是 胜 2 场 平 1 场 ， 进 2 球 。 一 场 比赛 要 想 获胜 ， 至 少 应 该 进 1 球 ， 若 双方 都 不 
进 球 ， 就 成 0:0 的 平局 了 。 因 此 ，B 队 胜 了 2 场 ， 一 共 只 进 了 2 球 ， 则 每 场 球 都 只 能 是 
以 进 1 球 获胜 ， 推 理 过 程 如 图 9-19 所 示 。 


8 人?2 场 ， 进 1 球 


胜 / 场 至 少 进 1 球 
Pf 以， 看 场 比分 力 1 0 


图 9-19 


(2) 而 平局 是 指 双 方 进 球 数量 相等 ，B 队 一 共 只 进 了 2 球 ， 图 9-19 中 可 看 到 胜 的 2 
场 已 进 了 2 球 ， 因 此 ， 平 1 局 时 双方 都 未 进 球 ， 即 平 1 局 的 比分 为 0:0， 推 理 过 程 如 图 
9-20 所 示 。 也 就 是 说 ，B 队 3 场 比赛 的 比分 分 别 为 1:0、1:0、0:0。 
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B 于 1 场 


[ 。 关 进 : 球 ， 关 0 于 


人 狂 7 场 进 1 球 
Phi 术 ， 平局 比分 力 00 


图 9-20 


这 时 ， 还 只 是 推理 出 B 队 3 场 比赛 的 比分 ， 但 还 不 知道 具体 和 某 一 队 的 比分 。 

(3) 再 看 A 队 ( 大 四 队 ) 的 成 绩 ， 共 比赛 了 2 场 ， 胜 1 场 平 1 场 。 由 于 B 队 已 比赛 
完 3 场 且 一 场 未 输 〈 根 据 前 面 的 推理 )， 因 此 ，A 队 与 B 队 应 该 是 平局 ， 且 比分 为 0:0， 
推理 过 程 如 图 9-21 所 示 。 

(4) 根据 前 面 的 推理 ，B 队 2 胜 〈 比 分 分 别 为 1:0) 1 平 ， 现 在 知道 与 A 队 是 平局 ， 
则 与 C 队 (大 三 队 )、D 队 〈 大 一 队 ) 应 该 是 以 1:0 获胜 ， 推 理 过 程 如 图 9-22 所 示 。 


Af 人 1 场 ， 平 1 场 | | B 作 2t 罗 ， 于 1 场 


BL( 赛场 不 输 | | 5 与 A 和 平局 
Uy 出 


Pf .X，AS5SB 干 局 Pf i/, BHC BSD 
外 5 分 为 0 人 CC 分 为 19 


图 9-21 图 9-22 


(5) 根据 A 队 进 3 球 失 2 球 数 ， 且 A 队 与 B 队 为 0:0 的 平局 ， 可 知道 A 队 另 一 场 
比赛 的 比分 应 该 是 3:2 获胜 ， 如 图 9-23 所 示 。 

这 时 ， 还 只 能 推理 出 A 队 获 胜局 的 比分 ， 但 不 知道 是 和 哪 队 进行 的 比赛 〈 可 以 确定 
这 个 比分 不 是 与 B 队 的 比赛 ， 即 A 队 3:2 获胜 的 对 手 可 能 是 C 队 或 D 队 )。 

(6) 再 看 C 队 〈 大 二 队 ) 的 成 绩 ， 共 比赛 了 2 场 ， 胜 0 场 败 2 场 。 根 据 图 9-22 可 
知 C 队 败 的 一 场 是 与 B 队 的 比赛 (以 1:0 输 ， 失 1 球 )。 而 C 队 共 失 5 球 进 3 球 ， 可 知 
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另 一 场 失 4 球 进 3 球 ， 即 以 3:4 的 比分 输 掉 比赛 ， 如 图 9-24 所 示 。 


| CNK2tD 


| A 进 3 球 关 2z 球 | | 5 与 A 中 01 败 


[| [| 
U 


pf vv ， A 与 5 一 队 
比分 为 2 


图 9-23 图 9-24 


(7) 而 根据 图 9-23，A 队 胜 利 的 一 场 比赛 是 3:2， 显然, C 队 失 4 球 的 比赛 不 是 与 A 
队 的 比赛 ， 如 图 9-25 所 示 。 

(8) C 队 不 是 3:4 输 给 A 队 ， 且 C 队 与 B 队 的 比分 是 0:1， 一 共 只 与 男 3 支 球 队 比 
赛 可 知 ， 比 分 3:4 应 该 是 C 队 与 D 队 的 比赛 ， 如 图 9-26 所 示 。 

(9) 再 回 过 头 来 看 图 9-23， 这 个 图 推理 出 A 队 与 另 一 队 的 比分 为 3:2， 而 图 9-25 推 
理 出 C 队 未 与 A 队 进行 比分 为 3:4 的 比赛 ， 那 么 ，A 队 比分 为 3:2 的 比赛 就 只 有 与 D 队 
《大 一 队 ) 进行 了 。 


CA3:4NK1t 罗 | | 5 不 足 34 输 给 A 


A 划 6 手 5 分 3 | SB 的 tt 分 为 


PH vA, cc 3:4NK Ph, chr tt 
场 不 足 与 Art 赛 分 垦 3:4 


正 
图 9-25 图 9-26 


通过 上 面 9 步 推理 ， 可 得 出 5 局 比赛 的 情况 ,， 填 入 图 9-16 所 示 的 表格 ， 即 可 恢复 数 
据 ， 得 到 如 图 9-27 所 示 表 格 。 
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比赛 球 队 5 分 
大 四 : 大 三 0:0 
天 :四 宝生 
大 四 大 一 3:2 
天主 三 1:0 
天宇 ss“ 天守 1:0 
天 至 3 并 一 3:4 

图 9-27 


根据 图 9-27 所 示 表 格 中 的 数据 ， 即 可 将 图 9-18 所 示 表 格 最 后 一 行 的 数据 补充 完整 ， 
得 到 如 图 9-28 所 示 表 格 。 


至 此 ， 数 据 恢复 工作 完成 。 
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在 现实 生活 中 ， 可 见 的 物体 都 可 以 抽象 为 由 点 、 线 、 面 构成 ， 而 这 些 点 、 线 、 面 称 
为 几何 图 形 。 通 过 这 些 几何 图 形 ， 可 帮助 人 们 有 效 地 刻画 错综复杂 的 世界 。 这 一 章 ， 我 
们 来 研究 几何 图 形 构造 方面 的 内 容 。 


10.1 花 金 摆 放 问题 


在 现实 生活 中 ， 如 果 将 物体 摆 放 的 位 置 抽象 地 看 作为 一 个 点 ， 则 多 个 物体 摆 放 的 位 
置 就 可 构成 几何 图 形 。 通 过 一 些 奇妙 的 想法 ， 往 往 可 使 物体 摆 放 出 现 复杂 的 几何 图 形 。 
例如 ， 在 每 年 春节 时 ， 我 们 通常 可 以 在 公园 看 到 用 花 摆 放 出 的 “春节 快乐 ”字样 ， 如 图 
10-1 所 示 。 


图 10-1 


10.1.1 10 盆花 摆 成 5 行 ， 每 行 4 盆 


园艺 公司 在 用 鲜花 摆 放 图 案 或 文字 时 ， 为 了 节约 成 本 ， 总 是 想 用 最 少 的 花 盆 数量 摆 
放出 需要 的 图 案 。 我 们 下 面 就 来 考察 这 个 问题 ， 怎 样 用 较 少 的 数量 摆 放 出 需要 的 图 形 。 

如 果 要 求 用 10 贫 鲜 花 摆 放出 5 行 ， 每 行 都 必须 为 4 贫 ， 应 该 怎么 摆 放 ? 

要 摆 放 成 5 行 ， 每 行 4 盆 的 形状 ， 我 们 大 脑 中 出 现 的 第 一 个 图 形 应 该 如 图 10-2 
所 示 。 
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从 图 10-2 中 可 以 看 出 ， 摆 放 成 规定 的 样式 需要 20 贫 鲜 花 ， 可 现在 只 给 10 盆 鲜 花 ， 
少 一 半 的 数量 ， 该 怎么 办 呢 ? 


10.1.2 ”转变 思路 ， 找 出 答案 


如 果 按 图 10-2 所 示 构 想来 摆 放 ， 明 显 没 办 法 解决 问题 。 因 此 ， 这 时 就 需要 转换 思路 

吝 吕 
分 析 图 10-2 所 示 构 想 图 ， 每 行 是 相互 平行 的 ， 并且 每 列 也 是 对 齐 的 ， 这 是 最 常见 的 
形式 。 可 是 ,现在 并 没有 要 求 每 行 是 平行 的 ， 也 没 要 求 列 要 对 齐 。 

再 接着 分 析 ，5 行 4 列 ， 按 理论 计算 需要 20 贫 鲜 花 才 够 ， 但 现在 只 有 10 贫 鲜 花 ， 
怎么 办 ? 肯定 有 部 分 鲜花 摆 放 的 位 置 可 以 共用 。 也 就 是 说 ， 有 些 鲜花 既 在 这 一 行 中 ， 也 
可 看 作 在 另 一 行 中 ， 这 样 ，1 贫 鲜 花 就 当 作 2 贫 用 了 。 例 如 ， 如 图 10-3 所 示 ， 横 向 看 作 
一 行 ， 纵 向 上 也 可 看 作 1 行 。 这 样 ， 每 行 4 盆 鲜 花 ，2 行 只 用 了 7 贫 鲜 花 〈 如 果 两 行 平 
行 的 话 ， 需 要 用 8 贫 )。 左 图 与 右 图 虽 在 横向 位 置 上 不 一 样 ， 但 同样 是 两 行 鲜花 。 


图 10-3 
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另外 ， 也 可 和 斜 着 排列 ， 如 图 10-4 所 示 。 

从 图 10-3 和 图 10-4 中 可 以 看 出 ， 当 两 行 共用 某 一 盆 鲜 花 时 ， 就 可 减少 一 贫 鲜 花 的 
数量 。 
有 了 这 个 思路 就 好 解决 问题 了 。 在 本 例 中 ， 每 盆 鲜 花 都 应 该 位 于 两 个 行 中 。 也 就 是 
说 ， 行 与 行 之 间 有 交叉 。 


重重 量 重 
年 


总 
总 


图 10-4 


因此 ， 可 以 得 出 按 图 10-5 所 示 图 形 摆 放 鲜花 的 方式 。 


图 10-5 


图 10-5 中 将 鲜花 摆 放 成 了 一 个 五 角 星 , 在 五 角 星 的 每 一 条 边 上 都 有 4 盆 鲜 花 ， 并 且 
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五 角 星 有 5 边 ， 也 就 是 有 5 行 。 可 以 看 出 ， 每 盆 鲜 花 都 位 于 两 行 之 中 。 这 样 ， 只 用 10 
盆 鲜 花 就 摆 出 了 5 行 ， 每 行 4 盆 的 效果 。 


10.1.3 ”升级 问题 〈10 盆花 摆 10 行 ， 每 行 3 倪 ) 
有 了 以 上 解决 方法 ， 现 在 我 们 将 问题 升级 : 如 果 这 10 盆 鲜 花 要 摆 成 10 行 ， 每 行为 


3 盆 ， 该 怎么 摆 放 ? 


每 行 3 贫 ， 共 10 行 ， 如 果 每 贫 鲜 花 只 在 一 行 上 ， 则 一 共 需 要 30 分 鲜花 才 够 。 现 在 
只 有 10 盆 ， 那 么 ， 每 贫 鲜 花 需 要 位 于 3 行 中 。 
因此 ， 可 设计 出 如 图 10-6 所 示 的 摆 放 形式 。 


图 10-6 


在 图 10-6 所 示 图 形 中 ， 仍 然 是 以 五 角 星 为 基础 。 五 角 星 每 个 角 由 两 条 线 相 交 构 成 ， 
但 是 ， 我 们 现在 需要 每 盆花 要 在 3 行 中 ， 因 此 ， 就 需要 从 五 角 星 的 角 出 发 ， 再 绘制 一 条 
直线 。 图 10-6 中 将 新 绘制 的 线段 与 五 角 星 的 另 两 边 相 交 ， 这样， 新 绘制 的 线段 也 就 至 少 
有 3 个 交点 了 。 也 就 是 说 ， 从 一 个 角 出 发 就 有 3 条 线段 ， 就 可 以 摆 放 3 行 鲜花 了 。 每 个 
角 都 有 3 条 线段 相交 ， 并 且 ， 新 绘制 的 线段 也 和 其 他 角 绘制 的 线段 相交 ， 最 终 就 可 得 到 
图 10-6 所 示 图 形 。 

细 看 图 10-6， 其 实 是 在 一 个 大 的 五 角 星 的 5 个 角 上 摆 放 5 盆 鲜 花 ， 接 着 在 内 部 还 有 


一 个 较 小 的 五 角 星 ， 也 分 别 在 5 个 角 上 摆 放 5 盆 鲜 花 。 这 样 ， 就 摆 放 完 10 盆 鲜 花 ， 并 使 
每 行 有 3 盆 鲜 花 。 
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10.2 ”残缺 的 棋盘 能 补 上 吗 ? 
棋盘 是 我 们 常见 的 围棋 、 象 棋 、 国 际 象棋 等 棋 类 游戏 中 不 可 或 缺 的 基本 道具 ， 在 棋 
盘 中 隐藏 着 许多 有 趣 的 图 形 构造 问题 。 这 节 我 们 来 做 一 个 有 趣 的 棋盘 图 形 构造 题 。 


10.2.1 被 切割 的 棋盘 


我 们 来 看 一 个 著名 的 问题 ， 这 个 问题 曾 作为 中 国 科技 大 学 少年 班 的 招生 试题 。 如 图 
10-7 所 示 是 一 个 残缺 的 国际 象棋 棋盘 ， 在 棋盘 左上 角 和 右 下 角 都 有 一 个 方 格 被 前 切 了 。 
请 问 ， 能 不 能 用 31 个 如 图 10-8 所 示 的 2X1 的 矩形 拼 出 图 10-7 所 示 的 残缺 棋盘 。 
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图 10-7 图 10-8 


图 10-8 所 示 为 棋盘 的 2 格 ， 在 拼接 时 可 以 旋转 ， 但 不 能 重合 。 例 如 ， 可 拼接 成 图 
10-9 所 示 的 图 形 (为 了 方便 辨识 图 10-8 所 示 长 方形 矩形 , 在 该 长 方形 矩形 中 两 个 方 格 之 
间 用 虚线 分 隔 标 识 )， 其 中 图 (a) 是 将 两 个 矩形 放 在 同一 行 ， 图 (b) 左 侧 是 横着 放置 的 
矩形， 右 侧 将 矩形 进行 了 旋转 ， 图 〈c) 将 两 个 矩形 放 在 同一 列 ， 图 (d) 上 方 将 矩形 进 
行 了 旋转 ， 下 方 横着 放置 矩形 。 


| 亡 D 
(a) (d) 


(b) (c) 


图 10-9 


图 10-9 所 示 两 个 矩形 之 间 没 有 重合 ， 是 可 以 的 。 但 是 ， 不 能 用 图 10-10 所 示 的 方式 
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进行 拼接 ， 因 为 这 时 两 个 矩形 有 一 部 分 重合 了 。 图 (a) 看 起 来 是 三 个 正方 形 块 了 ， 其 实 
是 将 两 个 矩形 的 一 半 重 合 在 了 一 起 ; 同样 , 图 (b) 也 是 这 种 情况 ， 只 是 将 矩形 旋转 成 竖 
直 放 置 了 ; 图 (c) 则 是 一 个 水 平 放置 的 矩形 与 一 个 垂直 放置 的 矩形 进行 了 重 登 。 


(a) (b) (c) 


10.2.2 ”能 拼接 出 残缺 棋盘 吗 


先 对 图 10-7 所 示 残 缺 棋盘 进行 计算 ， 完 整 的 棋盘 共有 8 行 8 列 : 


8X8 = 好 


即 应 有 64 个 正方 形 的 方 格 。 
根据 题 意 ， 左 上 角 和 右 下 角 各 剪 掉 一 个 方 格 ， 则 只 有 62 个 方 格 。 而 图 10-8 所 示 甜 
形 是 由 两 个 方 格 组 成 的 ， 因 此 : 


pb 三 2 = 3 


正好 是 31。 
因此 ， 很 容易 得 出 能 用 31 个 图 10-8 所 示 和 矩形 拼接 出 图 10-7 所 示 残 缺 棋盘 的 结论 。 


可 是 ， 这 是 错误 的 ! 
CC 
锚 ; 不 能 ! 


为 什么 是 错误 的 呢 ? 我 们 来 验证 一 下 。 如 图 10-11 所 示 ， 从 左上 角 开 始 放置 图 10-8 
所 示 长 方形 矩形 ， 第 1、2、3 个 矩形 都 进行 水 平 拼接 ， 第 4 个 矩形 旋转 90” 后 拼接 。 接 
着 ,在 第 4 个 和 矩形 的 左边 、 第 3 个 矩形 的 下 方 拼接 第 5 个 矩形 。 然 后 向 左 方 拼接 第 6、7 
个 矩形 ， 第 8 个 矩形 又 旋转 90”， 第 9 个 矩形 又 开始 向 右 拼 接 ……， 这 样 循环 进行 ， 直 
到 第 27 个 都 还 能 正常 拼接 ， 但 是 ， 准 备 在 右 下 角 拼接 第 28 个 时 发 现 只 剩 一 个 方 格 〈 右 
下 角 带 斜 线 的 方 格 )， 没 办 法 拼接 了 ! 
因此 ， 可 知道 前 面 的 结论 是 错 的 ! 不 能 用 31 个 图 10-8 所 示 甜 形 拼接 出 图 10-7 所 示 
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残缺 棋盘 ! 


图 10-11 


采用 图 10-11 所 示 的 方法 逐个 进行 拼接 ， 最 终 得 出 一 个 否 案 的 答案 。 可 是 这 种 方法 
比较 麻烦 ， 要 逐个 去 测试 。 

其 实 ， vd 更 快速 的 方法 。 

仔细 分 析 ， 国 际 象棋 棋盘 是 用 颜色 进行 了 标识 的 ， 棋盘 格 采用 黑 、 白 相 间 涂 色 ， 如 
图 10-12 所 示 。 从 图 中 可 看 到 在 一 个 白 格 的 上 、 下 、 左 、 右 都 是 黑 格 ， 同 样 ， 在 一 个 黑 
格 的 上 、 下 、 左 、 右 都 是 白 格 。 因 此 ， 图 10-8 所 示 册 两 不 方 格 组 成 的 第 形 -次 能 且 只 能 
拼接 横 间 中 的 - -不 黑 格 和 -个 白 格 。 

如 图 10-12 所 示 ， 残缺 棋盘 中 共有 62 个 方 格 ， 其 中 有 黑 格 32 个 ， 白 格 30 个 。 根 据 
前 面 的 分 析 ， 用 图 10-8 所 示 的 矩形 进行 拼接 时 ， 这 个 矩形 的 两 个 方 格 中 有 一 个 黑 格 一 个 
白 格 。 那 么 ，31 个 矩形 拼接 成 的 图 形 应 该 有 31 个 黑 格 、31 个 白 格 。 而 图 10-12 中 却 为 
32 个 黑 格 、30 个 白 格 。 因 此 , 没 办 法 用 图 10-8 所 示 和 矩形 拼接 出 图 10-7 所 示 的 残缺 棋盘 。 


图 10-12 


在 这 个 例子 中 ， 看 似 简单 的 几何 图 形 构造 ， 如 果 不 经 推 殴 分 析 ， 很 容易 得 出 错误 的 
结论 。 由 此 可 见 几何 图 形 构造 的 有 趣 之 处 。 
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10.3 ”线条 哪里 去 了 ? 


10.2 节 介 绍 的 是 方 格 的 判断 ， 这 节 我 们 来 看 一 个 与 线条 有 关 的 有 趣 问题 。 让 我 们 从 
一 个 魔术 开始 。 


10.3.1 神奇 的 魔术 


魔术 师 拿 出 一 张 白 纸 展 示 给 观众 看 ， 然 后 在 这 张 纸 上 画 了 10 根 线条 ， 并 将 画 线 后 
的 纸张 展示 给 观众 ， 逐 一 数 了 一 下 线条 的 数量 ， 没 错 ， 是 10 条 ， 如 图 10-13 所 示 。 


1 六 3 


图 10-13 
接着 ， 魔 术 师 拿 起 剪刀 沿 纸张 对 角 剪 了 下 去 ， 剪 完 以 后 ， 魔 术 师 又 将 剪 成 三 角形 的 
两 部 分 拼接 起 来 。 这 时 ， 展 示 给 观众 看 时 ， 这 张 纸 上 只 有 9 根 线条 了 ! 如 图 10-14 所 示 。 


| SE 2 


图 10-14 


魔术 师 并 没有 将 某 一 根 线条 剪 下 扔 掉 ! 只 是 沿 对 角 剪 了 一 下 ， 没 有 扔 掉 任 何 东西 ， 
还 是 原来 的 纸张 ， 原 来 10 根 线条 ， 怎 么 少 了 一 根 ? 这 根 线条 到 哪里 去 了 呢 ? 
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10.3.2 解析 丢失 的 线条 


为 什么 会 丢失 一 根 线条 呢 ? 其 实 原理 很 简单 ， 下 面 我 们 来 分 析 一 下 。 

首先 ， 在 画 10 条 线条 时 ， 每 条 线 之 间 的 间距 要 相等 ， 线 条 等 长 ， 并 且 在 高 度 方向 
上 对 齐 。 

接着 ,连接 第 1 条 线 的 下 端 与 第 10 条 线 的 上 端 画 一 条 虚线 ， 如 图 10-15 所 示 。 沿 着 
这 条 虚线 将 纸张 剪 开 ， 就 得 到 如 图 10-16 所 示 的 两 张 三 角 形 的 纸张 。 可 看 到 ， 每 张 三 角 
形 纸张 中 都 只 有 9 条 线 ， 左 图 中 第 10 条 线 没有 ， 该 条 线 完全 位 于 右 图 中 ， 同 样 ， 右 图 中 
第 1 条 线 也 没有 ， 该 条 线 完全 位 于 左 图 中 。 


T2345 5&7 8? 


ee 
-一 
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图 10-16 
接 下 来 ， 将 两 个 三 角形 进行 错位 拼接 ， 得 到 如 图 10-17 所 示 结 果 。 数 一 下 图 10-17 
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拼接 后 的 线条 数量 ， 只 有 9 条 ! 
1 22 


图 10-17 


从 图 10-16 中 可 看 出 ， 当 魔术 师 将 纸张 前 成 两 个 三 角形 时 , 实际 上 是 将 原来 的 10 条 
线条 前 分 成 了 18 条 长 短 不 一 的 线条 每 个 三 角形 中 有 9 条 )。 由 于 最 初 画 线 时 9 条 线 的 
间距 是 相同 的 ， 因 此 ， 在 重新 拼接 时 ， 可 进行 错位 拼接 ， 就 可 得 到 最 终 的 9 条 线条 。 

在 图 10-17 中 可 看 到 ， 原 来 的 第 1 条 线 下 方 增加 了 一 部 分 长 度 ， 增 长 了 多 少 呢 ? 我 
们 来 计算 一 下 ， 设 最 初 画 的 线条 长 度 为 x， 则 10 条 线 长 度 共 为 10x。 而 图 10-17 中 共有 9 
条 线 ， 每 条 也 相等 ， 设 每 条 长 度 为 y»， 则 9 条 线 长 度 共 为 9y。 显 然 ， 图 10-17 所 示 9 条 
线 的 总 长 度 与 图 10-13 所 示 10 条 线 的 总 长 度 是 相等 的 ， 也 就 是 说 : 


lI0x = 9y 


则 


_ 10x 
A 


也 就 是 说 ， 拼 接 后 每 条 线 的 长 度 比 初始 长 度 要 长 本 。 
类 似 地 ， 如 果 将 图 10-17 所 示 下 方 三 角形 向 右 移动 ， 又 可 恢复 到 10 条 线条 的 
状况 。 
10.4 图 形 剪 拼 


通过 前 面 几 个 例子 可 看 出 ， 即 使 是 很 简单 的 几何 图 形 构造 ， 也 可 演化 为 一 个 有 趣 的 
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问题 。 在 本 节 中 ， 我 们 再 来 看 几 个 有 关 图 形 剪 切 、 拼 接 的 例子 。 

要 把 一 个 几何 图 形 剪 成 几 块 形状 相同 的 图 形 ， 或 是 把 一 个 几何 图 形 剪 开 后 拼 成 另 一 
种 满足 某 种 条 件 的 图 形 ， 完 成 这 样 的 图 形 剪 拼 ， 需 要 考虑 图 形 剪 开 后 各 部 分 的 形状 、 大 
小 及 它们 之 间 的 位 置 关系 。 


10.4.1 均 分 三 角形 


如 何 将 一 个 等 边 三 角形 均 分 为 8 个 形状 、 大 小 都 一 样 的 三 角形 ? 

首先 可 以 想到 的 是 ， 在 等 边 三 角形 的 三 边 分 别 取 中 点 ， 然 后 连接 这 些 边 的 中 点 ， 得 
到 如 图 10-18 所 示 的 图 形 。 

经 过 一 次 分 割 ， 在 图 10-18 所 示 图 形 中 得 到 了 4 个 形状 、 大 小 都 相同 的 三 角形 ， 
且 这 4 个 三 角形 都 是 等 边 三 角形 。 

接 下 来 就 好 办 了 ， 要 得 到 8 个 形状 、 大 小 都 相同 的 三 角形 ， 只 需要 将 图 10-18 所 示 
的 4 个 等 边 三 角形 分 别 切 分 为 2 个 对 称 的 三 角形 。 即 将 4 个 三 角形 中 的 每 一 个 都 通过 一 
个 角 作 一 条 平分 线 ， 如 图 10-19 所 示 ， 就 得 到 了 8 个 形状 、 大 小 都 相同 的 三 角形 了 。 


图 10-18 图 10-19 


当然 ， 也 可 以 做 出 与 图 10-19 所 示 不 同 的 图 形 ， 只 要 从 图 10-18 所 示 的 4 个 三 角形 
的 任 一 角 作 平分 线 ， 都 可 将 一 个 等 边 三 角形 平分 为 形状 、 大 小 相同 的 两 个 三 角形 。 

对 要 求 进行 一 下 变化 ， 如 果 要 将 一 个 等 边 三 角形 均 分 为 9 个 形状 、 大 小 都 一 样 的 三 
角形 ， 该 怎么 分 割 ? 

其 实 ， 要 将 等 边 三 角形 均 分 为 9 份 ， 可 以 先 将 每 条 边 平均 分 为 三 等 份 〈 图 10-18 中 
是 将 边 均 分 为 两 等 份 ), 然后 再 把 分 点 彼此 连接 起 来 , 就 可 得 到 如 图 10-20 所 示 的 图 形 了 。 
从 图 中 可 看 到 ， 这 个 等 边 三 角形 已 被 分 割 成 9 个 形状 、 大 小 完全 相同 的 三 角形 了 。 


we 
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图 10-20 
可 以 看 出 , 对 于 等 边 三 角形 的 分 割 比较 简单 ， 下面 我 们 再 来 看 看 对 矩形 图 形 的 分 割 。 


10.4.2 ”拼接 正方 形 


如 图 10-21 所 示 是 一 个 由 多 个 正方 形 块 组 成 的 平面 图 形 ， 其 中 ， 左 上 和 角 缺 少 了 4 个 
方 格 。 现 在 能 不 能 将 该 图 分 割 成 3 块 ， 然 后 再 拼接 成 一 个 正方 形 ? 


图 10-21 

设 每 一 个 小 方 格 的 边 长 为 1。 

首先 对 图 10-21 进行 分 析 。 这 是 一 个 残缺 的 正方 形 ， 边 长 为 6， 其 面积 应 该 为 36。 
但 是 ， 由 于 左上 角 缺 了 4 个 方 格 ， 因 此 该 图 的 面积 为 32。 因 此 ， 最 后 拼接 成 的 正方 形 的 
面积 也 应 该 是 32， 才 能 完成 题目 的 要 求 。 

原 图 形 面积 是 32， 所 以 拼 成 正方 形 的 面积 也 应 是 32， 即 正方 形 边 长 应 为 V32 ， 不 
是 一 个 整数 。 如 果 正 方形 的 边 长 不 为 一 个 整数 ， 对 图 10-21 的 图 形 的 分 割 就 比较 麻烦 ， 
感觉 不 好 着 手 。 

我 们 还 是 从 最 后 拼接 成 的 正方 形 的 边 长 入 手 ， 根 据 前 面 的 计算 其 边 长 应 该 为 V32 ， 
即 4V2 。 图 10-21 所 示 图 形 是 由 若干 个 边 长 为 1 的 小 正方 形 组 成 的 ， 而 边 长 为 1 的 小 方 
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格 的 对 角 线 长 为 V2 ， 如 图 10-22 所 示 。 


如 果 要 使 拼接 后 的 正方 形 的 边 长 为 4V2 ， 我 们 可 以 考虑 用 4 个 小 方 格 的 对 角 线 连 线 
来 作为 边 长 。 
线 了 ， 图 中 从 左上 方 


有 了 这 个 思路 ， 就 可 考虑 将 图 10-21 作 如 图 10-23 所 示 的 分 向 
向 右 下 方 的 虚线 AB 就 是 分 割 线 。 线 段 AB 的 长 就 是 4vV2 。 


图 10-23 


图 10-22 

这 样 ， 我 们 就 找到 拼接 正方 形 的 两 条 边 了 分 割 以 后 就 是 两 条 边 长 为 4Y2 

接 下 来 还 需要 分 割 出 正方 形 的 另 两 条 边 。 在 图 10-23 所 示 分 割 图 形 中 ， 虚 线 AB 右 

上 方 是 一 个 规则 的 图 形 ， 并 且 最 长 边 就 是 AB， 再 次 分 割 的 可 能 性 小 。 而 左下 方 的 图 形 
不 规则 ， 且 面积 较 大 ， 还 可 从 多 个 角度 找到 分 割 边 长 为 4V2 的 组 合 。 例 如 ， 制 作 一 条 与 
AB 平行 的 、 从 左上 角 到 右 下 角 的 分 割 线 , 得 到 如 图 10-24 所 示 分 割 结果 (为 了 辨识 方便 ， 


这 里 将 图 形 的 角 部 分 别 添加 上 一 些 字母 标识 )。 
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图 10-24 
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将 图 10-24 通过 虚线 分 割 的 三 部 分 分 离 出 来 ， 得 到 如 图 10-25 所 示 的 三 部 分 。 


A 
A E F 和" 4、 
| EH Fi 
、 Bb 7 G HH 7 
图 10-25 
在 图 10-25 中 可 以 看 到 ， 虽 然 有 4 条 边 的 边 长 为 4V2 ， 但 是 ， 由 这 三 个 图 形 显然 拼 
接 不 了 一 个 正方 形 。 因 此 ， 图 10-24 中 设置 的 CD 分 割 线 不 正确 。 


仔细 观察 图 10-23, 左上 角 有 一 个 边 长 为 2 的 缺口 ， 而 经 过 AB 线 分 割 后 , 右 下 角 也 
有 一 部 分 边 长 为 2。 这 时 ， 可 考虑 将 右 下 角 边 长 为 2 的 部 分 切割 嵌入 到 左上 角 。 因 此 ， 
可 考虑 绘制 如 图 10-26 所 示 的 一 条 分 割 线 CD。 
A E 
| H E NE 
| l 
7 - G 
图 10-26 


图 10-26 所 示 的 两 条 分 割 线 可 将 该 图 分 割 为 如 图 10-27 所 示 的 三 部 分 ， 感 觉 这 三 部 
分 应 该 能 拼接 成 一 个 正方 形 了 。 


A 


《 A E 
FH < | 
el 
7 9” G Bb 
(a) (b) (c) 
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在 图 10-27 所 示 的 三 个 图 中 ， 将 (b) 图 放 在 〈a) 图 左上 方 ， 将 〈c) 图 放 在 前 两 个 
拼接 图 形 的 左下 方 ， 即 可 得 到 一 个 正方 形 ， 如 图 10-28 所 示 。 


[2 
图 10-28 
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统筹 学 是 一 门 数学 学 科 ， 但 它 在 许多 领域 中 都 得 到 了 应 用 。 例 如 ， 在 日 常生 活 中 有 
很 多 事情 要 去 做 时 ， 如 果 能 科学 地 统筹 安排 好 先后 顺序 ， 将 能 够 提高 我 们 的 工作 效率 。 


11.1 认识 统筹 规划 


听 到 “统筹 规划 ”这 个 词语 ， 很 多 人 感觉 是 一 门 很 高 深 的 学 问 ， 因 为 我 们 经 常 在 一 
些 宏观 经 济 、 政 策 方针 类 的 文件 中 看 到 或 听 到 这 个 词 。 其 实 ， 我 们 的 生活 中 随时 都 会 用 
到 “统筹 规划 ”这 并 不 是 什么 高 深 的 学 问 。 

那么 ， 什 么 是 统筹 规划 ? 下面 我 们 先 来 看 一 个 古老 的 故事 。 


11.1.1 田鼠 赛马 


齐 国 的 大 将 田 忌 很 喜欢 赛马 。 有 一 回 他 和 齐 威 王 约定 ， 进 行 一 次 比赛 。 

他 们 把 各 自 的 马 分 成 上 、 中 、 下 三 等 。 比 赛 的 时 候 ， 上 等 马 对 上 等 马 ， 中 等 马 对 中 
等 马 ， 下 等 马 对 下 等 马 。 由 于 齐 威 王 每 个 等 级 的 马 都 比 田鼠 的 强 一 点 ， 三 场 比试 下 来 ， 
田 忌 都 失败 了 。 田 忌 觉 得 很 扫兴 ， 垂 头 丧气 地 准备 离开 赛马 场 。 

这 时 ， 田 忌 发 现 ,他 的 好 朋友 孙 爱 也 在 人 群 里 。 孙 胺 招呼 田 忌 过 来 ， 拍 着 他 的 肩膀 ， 
说 :“ 从 刚才 的 情形 看 ， 齐 威 王 的 马 比 你 的 马 快 不 了 多 少 呀 ……” 

孙 上 胺 还 没 说 完 ， 田 忌 瞪 了 他 一 眼 ， 说 :“ 想 不 到 你 也 来 挖苦 我 !1” 
孙 爱 说 :“ 我 不 是 挖苦 你 ， 你 再 同 他 赛 一 次 ， 我 有 办 法 让 你 取胜 。” 
田 忌 疑惑 地 看 着 孙 胺 :“ 你 是 说 另 换 几 匹 马 ? ” 

孙 腔 摇 摇 头 ， 说 :“ 一 匹 也 不 用 换 。” 

田鼠 没有 信心 地 说 :“ 那 还 不 是 照样 输 !” 

孙 腕 胸有成竹 地 说 :“ 你 就 照 我 的 主意 办 吧 。” 

齐 威 王 正在 得 意 洋 洋 地 夸 泡 自己 的 马 ， 看 见 田 忌 和 和 孙 爱 过 来 了 ， 便 读 讽 田 忌 :“ 怎 
难道 你 还 不 服气 ? ” 

田 忌 说 :“ 当 然 不 服气 ， 咱 们 再 赛 一 次 !” 

齐 威 王 轻 诚 地 说 :“ 那 就 来 吧 !” 

一 声 锣 响 ， 赛 马 又 开始 了 。 

孙 爱 让 田 尽 先 用 下 等 马 对 齐 威 王 的 上 等 马 ， 第 一 场 输 了 。 
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接着 进行 第 二 场 比赛 。 孙 腕 让 田鼠 拿 上 等 马 对 齐 威 王 的 中 等 马 ， 胜 了 第 二 场 。 齐 威 
王 有 点 儿 心慌 了 

第 三 场 ， 田 鼠 拿 中 等 马 对 齐 威 王 的 下 等 马 ， 又 胜 了 一 场 。 这 下 ， 章 威 王 目 瞪 口 采 了 。 

比赛 结果 ， 田 忌 胜 两 场 输 一 场 ， 赢 了 齐 威 王 。 

还 是 原来 的 马 ， 只 调换 了 一 下 出 场 顺序 ， 就 可 以 转 败 为 胜 。 


11.1.2 “为 什么 会 赢 


首先 ， 我 们 来 看 一 下 原 方案 的 比赛 对 阵 情况 : 


BB 4 齐 质 王 绪 早 


化 等 3 人 一 人 化 等 3 人 > 男 了 输 
中 等 3 人 > 中 等 3 人 > 日 输 
水 等 3 人 > 少 等 号 王 > 昌 办 


由 于 齐 威 王 每 个 等 级 的 马 都 比 田鼠 对 应 等 级 的 马 强 一 点 ， 因 此 三 场 比赛 下 来 ， 田 尽 
没 顾 一 场 。 

同样 的 三 匹 马 ， 孙 腕 只 是 改 了 一 下 出 场 顺序 就 赢得 了 比赛 。 我 们 看 一 下 修改 出 场 顺 
序 后 的 对 阵 情 况 : 


BE 草 质 王 结 导 
7 * kk 
5 化 等 5c 下 
yaa Fk 
《中 生 5C>8 
7 i Ek .六 
本 二 
在 修改 后 的 对 阵 情况 中 ， 和 孙 爱 主动 用 已 方 最 差 的 “ 劣 等 马 ”去 与 对 方 的 “优等 马 ” 
进行 比赛 ， 主 动 输 一 场 。 接 下 来 用 已 方 的 “优等 马 ” 对阵 对 方 的 “中 等 马 ” 由 于 已 方 的 
“优等 马 ” 只 比 对 方 “优等 马 ” 略 差 一 点 ， 比 对 方 的 “中 等 马 ” 要 强 很 多 ， 因 此 这 种 对 阵 
肯定 能 赢 ， 类似 地 ， 用 己方 的 “中 等 马 ” 对 阵 对 方 的 “ 劣 等 马 ”也 肯定 能 赢 。 最 终 获得 
两 赢 一 输 的 成 绩 。 


在 这 个 故事 中 ， 孙 胺 提前 对 比赛 进行 了 规划 ， 主 动 输 第 一 场 ， 换 取 后 两 场 的 胜利 。 
这 就 是 统筹 规划 知识 ， 也 称 为 统筹 学 、 运 筹 学 。 
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统筹 学 的 目的 是 : 依据 给 定 条 件 和 目标 ， 从 众多 方案 中 选择 最 佳 方案 。 

如 在 田 忌 赛马 中 ， 双 方 派出 参赛 的 马 就 有 各 种 不 同 的 出 场 顺序 ， 要 解决 的 问题 就 是 
如 何 统筹 规划 好 出 场 顺序 ， 使 已 方 能 获得 最 多 的 胜利 场次 。 

可 以 看 出 ， 统 筹 学 是 利用 数学 来 研究 人 力 、 物 力 的 运用 和 筹划 ， 使 它们 能 发 挥 最 大 
效率 。 它 包含 的 内 容 非常 广泛 ， 例 如 ， 物 资 调运 、 场 地 设置 、 工 作 分 配 、 排 队 、 对 策 、 
实验 最 优等 ， 每 类 问题 都 有 特定 的 解法 。 

运筹 学 作为 一 门 科学 ， 要 运用 各 种 初等 的 和 高 等 的 数学 知识 及 方法 ， 但 是 其 中 分 析 
问题 的 某 些 朴素 的 思想 方法 ， 如 高 效率 优先 的 原则 、 调 整 比较 的 思想 、 尝 试探 索 的 方法 
等 ， 都 不 需要 高 深 的 理论 ， 具 有 小 学 文化 知识 就 能 掌握 。 


11.2 生活 中 的 统筹 规划 


统筹 学 在 我 们 的 日 常生 活 中 运用 非常 普遍 。 在 生活 、 工 作 安 排 等 方面 都 可 使 用 统筹 
规划 相关 知识 来 获取 最 佳 方案 ， 如 减少 工作 时 间 ， 提 高 工作 效率 ;降低 物质 占用 ， 提 高 
效益 等 。 下 面 ， 我 们 来 看 一 些 常见 的 例子 。 


11.2.1 匆忙 的 早晨 


现在 的 年 轻 人 总 是 觉得 早上 时 间 不 够 用 ， 又 想 多 睡 会 ， 又 要 考虑 上 班 不 能 迟到 。 每 
天 早晨 起 床 后 又 有 很 多 事情 要 做 ， 因 此 ， 总 是 弄 得 手忙脚乱 ， 匆 匆忙 忙 的 出 门 上 班 。 

例如 ， 在 工作 日 ， 小 东 早上 8 点 半 之 前 必须 赶 到 公司 打卡 ， 尽 管 每 天 早上 7 点 就 起 
床 了 (还 想 多 睡 一 会 啊 ), 但 还 是 觉得 时 间 不 够 感觉 很 匆忙 。 小 东 每 天 早上 起 床 后 需要 
做 以 下 事情 : 

口 收拾 床铺 及 卧室 ， 需 要 5 分 钟 。 
口 上 卫生 间 ， 需 要 10 分 钟 。 
口 洗 濑 ， 需 要 5 分 钟 。 
口 早上 自己 做 面条 吃 ， 共 需要 20 分 钟 ( 烧 开水 要 15 分 钟 ， 下 面条 到 出 锅 需要 5 

分 钟 ) 。 

口 接着 吃 早饭 ， 需 要 10 分 钟 。 

口 用 手机 查看 一 下 昨 晚 是 否 有 重大 新 闻 ， 需 要 5 分 钟 。 

口 乘 公交 车 到 公司 ， 需 要 20 分 钟 。 

如 果 不 改变 小 东 的 生活 习惯 ， 有 没有 什么 办 法 能 使 他 觉得 时 间 很 充足 ， 甚 至 还 可 以 
多 睡 一 会 呢 ? 

根据 小 东 的 生活 习惯 ， 可 看 到 早上 要 做 很 多 的 事情 ， 如 果 这 些 事情 按 顺序 来 安排 ， 
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可 制作 一 个 流程 图 如 图 11-1 所 示 ， 框 中 为 要 做 的 事情 ， 箭 头 指 向 下 一 件 要 做 的 事 ， 箭 头 
上 的 数字 为 前 一 件 事 需 要 花费 的 时 间 。 


| 收 抬 诛 铺 | 号 | 上 了 生 癌 


| 看 新 闻 = %9 矢 一 一 做 早餐 


图 11-1 


将 图 11-1 所 示 稍 头 中 的 时 间 进 行 累加 得 到 75 分 钟 ， 即 表示 小 东 从 早晨 起 床 一 直到 
公司 ， 总 共 需 要 75 分 钟 的 时 间 。 

有 没有 办 法 缩短 总 的 时 间 呢 ?对 图 11-1 中 的 各 事项 进行 分 析 可 以 发 现 , 在 做 某 些 事 
情 时 ， 其 实 不 需要 人 全 部 参与 。 例 如 ， 在 “做 早餐 ”时 ， 将 水 放 在 灶 上 烧 着 ， 由 于 将 水 
烧 开 需要 15 分 钟 时 间 ， 而 这 15 分 钟 时 间 里 可 以 做 其 他 的 事情 ， 这 就 是 一 种 统筹 规划 。 

下 面 ， 我 们 将 小 东 早上 要 做 的 各 事情 进行 分 类 ， 看 看 有 哪些 事情 是 可 以 同时 做 的 ， 
哪些 事情 必须 有 先后 顺序 。 

其 中 ， 必 须 先 “做 早餐 ”， 然 后 才能 “ 吃 早餐 ” 最 后 才能 “ 乘 公交 ”“ 到 公司 ”， 这 
些 事情 是 有 先后 顺序 的 ， 而 且 这 些 事情 的 顺序 不 能 打 乱 ， 如 图 11-2 所 示 。 从 图 中 可 看 到 
完成 这 些 事情 共 需 要 50 分 钟 时 间 。 
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图 11-2 


图 11-1 所 列 出 的 其 他 4 件 事情 是 没有 先后 顺序 要 求 的 , 例如 ， 可 以 先 “ 上 卫生 间 ”， 
再 “收拾 床铺 ” 也 可 以 先 “ 收 拾 床铺 ”再 “上 卫生 间 ”。 

对 于 没有 先后 顺序 要 求 的 事情 , 可 以 将 其 穿插 到 有 先后 顺序 的 事情 中 , 与 图 11-2 所 
示 事 情 中 不 需 人 参与 的 事情 同步 进行 。 因此， 可 以 将 早上 要 做 的 事 按 图 11-3 所 示 方 式 
进行 。 
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图 11-3 


在 图 11-3 中 ， 上 方 的 箭头 表示 时 间 流 向 ， 箭 头 下 方 每 一 个 小 方 格 表 示 5 分 钟 时 间 ， 
通过 这 个 图 可 以 很 清晰 地 到 看 到 每 件 事情 所 需 的 时 间 ， 以 及 做 每 件 事情 的 时 机 。 根 据 图 
11-2 知道 “做 早餐 ””“ 吃 早餐 ”“ 乘 公交 ”这 三 件 事 是 有 时 间 顺 序 的 ， 因 此 将 这 三 件 事 
情 按时 间 顺 序 及 每 件 事情 所 需 时 间 长 短 绘制 出 来 。 接 着 就 可 安排 无 时 间 顺 序 的 儿 件 事 
情 了 。 

根据 图 11-3 可 看 出 ,小 东 早 上 起 床 第 一 件 事 就 是 烧 水 做 早饭 , 然后 在 烧 开 水 的 过 程 
中 可 “上 卫生 间 ”“ 洗 濑 ”。 等 “ 洗 濑 ”完成 后 水 也 烧 开 了 (15 分 钟 烧 开 水 )， 就 可 下 面 
条 者 5 分钟 ， 而 这 5 分 钟 又 可 “收拾 床铺 ”。 等 早餐 做 好 后 ， 其 他 事情 也 做 完了 ， 接 着 就 
“ 吃 早餐 ”然后 “ 乘 公交 ”去 上 班 ， 在 公交 上 可 用 手机 “看 新 闻 ”， 因为 公交 需要 20 分 
钟 时 间 。 

通过 以 上 的 统筹 安排 ， 可 将 小 东 早 上 原来 需要 75 分 钟 完成 的 事情 缩短 到 50 分 钟 。 


11.2.2 ”如 何 节 约 运输 成 本 


某 仓 储 公 司 要 将 57 吨 货 物 从 甲 仓库 转运 到 乙 仓 库 ， 公 司 用 于 转运 的 车 辆 有 两 辆 ，1 
号 货车 每 次 可 转运 5 吨 ，2 号 货车 每 次 可 转运 2 吨 。 现 在 已 经 知道 1 号 货车 从 甲 仓库 跑 
到 乙 仓 库 及 返 空 回 甲 仓 库 需 消耗 10 升 汽 油 , 2 号 货车 从 甲 仓库 跑 到 乙 仓库 及 返 空 问 甲 仓 
库 需 消耗 5 升 汽油 。 应 该 如 何 安排 车 辆 进行 转运 ， 才 能 使 转运 成 本 最 低 ? 最 低 需 要 消耗 
多 少 升 汽油 ? 

这 种 问题 很 好 解决 。 

要 解决 最 低 成 本 问题 ， 首 先 应 计算 出 每 辆 车 转运 时 的 吨位 成 本 ， 即 分 别 计算 出 1 号 
货车 转运 时 每 吨 的 油耗 是 多 少 ? 2 号 货车 转运 时 每 吨 的 油耗 是 多 少 ? 然后 就 尽量 选择 单 
位 油耗 少 的 车 进行 转运 。 这 样 ， 总 体 油 耗 量 就 最 少 ， 成 本 最 低 。 

下 面 计算 两 辆 车 的 吨位 油耗 。1 号 车 运输 5 吨 ， 消 耗 10 升 汽油 : 
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1 号 车 吡 :油耗 = 10 =5 
2 号 车 运输 2 吨 ， 消 耗 5 升 汽油 : 

2 号 车 路 泪 耗 = 5 :27=25 逢 /0 
经 过 比较 ，1 号 车 每 吨 油耗 比 2 号 车 低 ， 因 此 ， 应 尽量 派 1 号 车 进行 转运 ， 如 果 1 


号 车 装 不 满 时 可 再 考虑 选用 2 号 车 进行 转运 。 
这 里 需要 对 57 吨 货物 进行 转运 ，! 号 车 每 次 只 能 转运 5 吨 ， 则 ; 


2 it 


p51 去 史 交 J 和 -和 2 


可 以 看 出 , 用 1 号 车 进行 11 次 转运 之 后 ,还 剩 2 吨 货物 。 对 于 这 2 吨 货 物 ， 若 仍然 
用 1 号 车 进行 转运 ， 需 消耗 10 升 汽油 。 而 2 号 车 转运 一 次 只 消耗 汽油 5 升 ，2 号 车 一 次 
最 多 可 转运 2 吨 货物 ， 因 此 这 2 吨 货物 用 2 号 车 转运 可 节省 5 升 汽油 。 


一 共 需 要 消耗 的 汽油 为 : 


x10 + 1x5 = 咱 升 
， 其 实 ， 我 


工友 
们 也 可 用 代数 算式 来 进行 求解 ， 具 体 过 程 如 下 。 
设 使 用 1 号 车 转运 x 次 ，2 号 车 转运 y 次 的 运输 成 本 最 低 ， 则 可 得 下 面 的 代数 式 : 


5x + 2y = 57 
以 上 算式 中 ，5x 表示 1 号 车 经 过 x 转运 ， 最 多 能 转运 的 吨 数 ， 同 样 2y 表示 2 号 车 
能 转运 的 吨 数 。 这 个 算式 是 假设 正好 两 车 都 满载 ， 分 别 经 过 x、y 次 转运 ， 正 好 完成 57 
吨 货物 的 转运 。 
将 以 上 代数 式 两 边 都 乘 以 2， 并 进行 移 项 ， 可 得 : 
I0x = 14 一 4y 
接 下 来 计算 总 的 油耗 ， 可 用 以 下 代数 式 进行 计算 : 
W = 10x + 5y 


以 上 算式 中 ，10x 表示 经 过 x 次 转运 1 号 车 消耗 的 汽油 数 ，5y 表示 2 号 车 消耗 的 汽 
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油 数 。 以 上 两 个 算式 中 都 有 10x〈 这 下 能 理解 为 什么 要 将 前 面 的 算式 两 边 乘 2 了 吧 )， 代 
入 后 可 得 以 下 算式 : 


W = 1I4 一 4y + 5y 


1I4 + y 


可 以 看 出 ， 转 运 货物 总 的 油耗 只 与 2 号 车 的 出 车 次 数 y 有关， y 越 小 ， 总 的 油耗 到 
也 就 越 小 。 

根据 前 面 的 算式 可 知道 , y 的 最 小 值 为 1 ( 即 2 号 车 出 车 一 次 )， 因 此 ， 转 运 57 吨 货 
物 总 的 油耗 就 为 : 


wW=I4f+f1= 吓 升 


可 以 看 出 ， 通 过 代数 式 方式 计算 得 出 的 结果 ， 与 前 面 通过 简单 的 优化 思想 〈 选 择 最 
低 单 位 成 本 的 方案 ) 得 到 的 结果 是 完全 相同 的 。 


11.3 著名 的 背包 问题 


背包 问题 是 一 个 经 典 的 动态 规划 求解 问题 。 它 既 简 单 形 象 、 容 易 理解 ， 又 在 某 种 程 
度 上 能 够 揭示 动态 规划 的 本 质 。 在 很 多 地 方 都 可 以 看 到 这 类 问题 的 描述 ， 下 面 我 们 来 讨 
论 这 个 问题 。 


11.3.1 什么 是 背包 问题 


背包 问题 是 一 个 求 某 种 组 合 优化 的 问题 。 问 题 可 以 描述 为 : 给 定 一 组 物品 ， 每 种 物 
品 都 有 自己 的 重量 和 价格 ， 在 限定 的 总 重量 内 ， 我 们 如 何 选择 ， 才 能 使 得 物品 的 总 价格 
最 高 。 问 题 的 名 称 来 源 于 如 何 选择 最 合适 的 物品 放置 于 给 定 背包 中 。 

先 来 看 一 个 背包 问题 的 具体 案例 描述 。 

现在 有 一 个 背包 ， 最 多 只 能 装 重量 8 公斤 的 物品 ， 如 果 要 用 该 背包 装 如 下 水 果 ， 要 
求 使 背包 中 装 的 物品 的 价值 最 大 ， 应 该 装 下 列 哪些 物品 才能 达到 要 求 ? 最 大 价值 为 多 
少 ? 


各 水 果 的 重量 和 价值 如 下 : 
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口 桃 : 1 公斤 ，7 元 。 
口 葡萄 : 1 公斤 ，8 元 。 
口 香花 : 6 公斤 ，48 元 。 

显然 ， 我 们 没 办 法 一 下 子 就 计算 出 哪 种 组 合 能 让 背包 中 的 物品 价值 最 大 ， 只 有 通过 
不 断 地 进行 测试 ， 并 记录 下 不 同 物体 搭配 的 价值 ， 最 后 比较 得 出 最 大 的 价值 。 

要 解决 背包 所 装 物品 价值 最 大 化 的 问题 ， 可 有 很 多 种 不 同 的 方案 。 下 面 先 用 手工 模 
拟 一 种 方案 。 

第 一 步 ， 可 以 从 物品 中 任 选 一 样 装 入 背包 。 例 如 ， 选 择 “苹果 ” 装 入 背包 ， 则 背包 
还 剩 3 公斤 重量 的 空余 位 置 ， 这 时 ， 可 记录 装 入 物品 的 价值 及 总 价值 在 如 下 表格 中 。 


科 | 余 事 蝇 价值 | 总 价值 | 


了 


第 二 步 ， 从 剩余 物品 中 再 选 一 种 ， 并 判断 该 物品 的 重量 是 否 超过 背包 的 剩余 重量 ， 
若 未 超过 ， 可 装 入 背包 ， 并 累加 该 物品 的 价值 。 例 如 ， 选 择 “ 梨 ” 装 入 背包 ， 将 其 重量 、 
价值 等 记 入 以 下 表格 中 。 


| 美和 网 局 
| | 


| ||| | 


第 三 步 ， 重 复 第 二 步 操作 ， 从 水 果 中 选择 “ 桃 ” 装 入 背包 ， 将 其 重量 、 价 值 等 记 入 
以 下 表格 中 。 


第 四 步 ， 当 背包 已 无 法 装 下 新 的 物品 时 ， 记 下 这 次 试 装 时 背包 所 装 物品 的 总 价值 。 

接 下 来 , 从 背包 中 拿 出 最 后 装 入 的 物品 , 然后 选择 其 他 未 装 入 背包 的 物品 进行 测试 。 
例如 ， 从 上 表 中 将 “ 桃 ” 拿 出 ， 重 新 将 “葡萄 ” 装 入 背包 ， 将 其 重量 、 价 值 等 记 入 以 下 
表格 中 。 
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名 价值 


40 


52 


20 


可 以 看 出 ， 背 包 中 装 入 “葡萄 ” 比 “ 梨 ”的 总 价值 要 高 。 这 时 ， 就 将 目前 的 最 高 价 
值 记录 下 来 。 

接着 ， 再 从 背包 中 取出 最 后 装 入 的 “葡萄 ”， 试 着 装 入 “ 香 敬 ” 可 是 背包 剩余 重量 
为 1 公斤 ， 没 办 法 装 入 6 公斤 重 的 “香花 ”。 接 着 将 第 2 步 装 入 背包 的 “ 梨 ” 取 出 ， 背 包 
剩余 重量 为 3 公斤 ， 仍 然 无 法 装 入 “ 香 殖 ”。 继 续 将 第 1 步 装 入 背包 的 “ 蔷 果 ”取出 ， 背 
包 剩 余 重 量 为 8 公斤 。 这 样 ， 就 可 将 “ 香 楚 ” 装 入 背包 了 ， 这 时 背包 中 只 有 这 一 件 物品 ， 
其 重量 、 价 值 等 数据 如 下 表 。 


| 5 || + |m|*| 


重复 前 面 的 步骤 ， 将 “ 梨 ” 装 入 背包 ， 记 录 重 量 、 价 值 数据 到 如 下 表格 中 。 


EEC 


| se | | 
| wy | | | || 


由 于 背包 已 没有 剩余 重量 了 ， 记 录 背 包 总 价值 。 
重复 前 面 的 步骤 ， 从 背包 中 取出 最 后 装 入 的 物品 ， 再 测试 装 入 其 他 物品 。 这 样 不 断 
循环 ， 直 到 将 各 种 物品 组 合 都 测试 完成 ， 找 出 价值 最 高 的 那 一 次 试 装 入 即 可 。 

看 着 这 样 重复 不 断 试 装 入 的 步骤 , 是 不 是 感觉 很 繁琐 ? 在 反复 的 装 入 、 取出 操作 中 ， 
常常 还 会 出 现 重复 操作 情况 。 有 什么 好 的 解决 办 法 呢 ? 对 于 重复 的 、 相 似 的 操作 ， 最 简 
单 的 方法 就 是 编写 程序 ， 让 计算 机 帮 有 我 们 来 完成 。 


11.3.2 ”用 递归 程序 解决 背包 问题 
可 通过 递归 方法 求解 背包 问题 ， 递 归 方法 解 背 包 问题 的 流程 如 图 11-4 所 示 。 
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试 着 将 物品 加 入 方案 
间 超重 ? 
一 一 
正 
天 有 物品 都 试 过 
的 品 生 区 过 排除 物品 i 
加 
保存 该 最 大 值 


保 仔 该 最 大 值 


图 11-4 


如 图 11-4 所 示 ， 首 先 将 物品 i 试 着 加 入 背包 中 ， 接 着 程序 判断 背包 中 装 入 物品 i 后 
是 否 超重 ， 如 果 没 有 超重 ， 则 继续 装 入 下 一 个 物品 ， 如 果 已 超重 ， 则 将 该 物品 排除 在 本 
次 装 入 方案 之 外 , 并 判断 排除 当前 物品 后 , 所 有 未 排除 物品 的 价值 是 否 小 于 已 有 最 大 值 ， 
若是 ， 则 不 必 再 测试 后 续 物 品 。 

根据 图 11-4 所 示 流 程 图 , 可 编写 出 用 递归 方式 解决 背包 问题 的 程序 , 具体 代码 如 下 : 


#include <stdio.h> 


typedef struct goods // 定 义 结构 


{ 
double *value; // 保 存 各 物品 价值 (数组 ) 


double *weight; / /保存 各 物品 重量 (数组 ) 


char *select; // 保 存 各 物品 是 否 装 入 背包 (数组 》 
int num; // 可 装 入 背包 的 物品 数量 
double limitw; // 背 包 最 大 重量 

}GOODS; 

double maxvalue; // 装 入 背包 物品 的 最 大 值 

double totalvalue; // 所 有 物品 的 总 价值 

char *selectl; // 临 时 数组 


void backpack (GOODS *g, int i, double tw, double tv) 
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// 参 数 说 明 
//g 传 入 要 处 理 物品 结构 指针 ， 
//i 需要 试 装 入 物品 的 序号 
//tw 当前 背包 已 经 达到 的 总 重量 
//tv 所 有 未 装 入 背包 的 物品 的 总 价值 
{ 
int ks 
if (tw + g->weight[i] <= g->limitw) // 试 装 入 物品 ii， 未 超重 
{ 
select1[i] = 1; // 选 中 第 工 个 物品 装 入 背包 
if (i < g->num = 1) // 若 物品 i 不 是 最 后 一 个 物品 
backpack(g, i + 1, tw + g->weight[i], tv); 
// 递 归 调 用 ， 继 续 试 装 入 下 一 物品 
else // 若 已 到 最 后 一 个 物品 
{ 
for (k = 0; k < g->num; ++k) // 将 状态 标志 复制 到 select 数组 中 
g->select[k] = selectl[k]; 
maxvalue = tv; // 保 存 当 前 背包 中 的 最 大 价值 
} 
} 
select1[i] = 0; // 从 背包 中 取出 物品 
if (tv - g->value[i] > maxvalue) 
// 若 未 装 入 背包 的 物品 总 价值 减 去 物品 i 的 价值 还 大 于 maxvalue 
// 说 明 还 可 以 继续 向 背包 中 添加 物品 
{ 


if (i < g->num - 1) // 若 物品 守 不 是 最 后 一 个 物品 
backpack(g， i + 1，tw，tv - g->value[i]);// 递 归 调用 ， 继 续 装 入 下 一 物品 
else // 若 已 到 最 后 一 个 物品 


人 
for (k = 0; k < g->num; ++k) // 将 状态 标志 复制 到 select 数组 中 
g->select[k] = selectl[k]; 
maxvalue = tv - g->value[i]; / // 保 存 当 前 背包 中 的 最 大 价值 
} 
} 
} 


int main() 

{ 
double sumweight; // 保 存 装 入 背包 物品 总 价值 
GOODS g; 
nt 下 交 


printf (" 背 包 最 大 重量 :") ; 


scanf ("%1f", &g.1imitw); // 输 入 背包 最 大 重量 

printf ("可 选 物品 数量 : ") ; 

scanf ("%d", &g .num); // 输 入 物品 数量 

if(!(g.value = (double *)malloc (sizeof (double)*g.num))) 
// 分 配 内 存 保存 物品 价值 
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printf ("内 存 分 配 失败 \n"); 
exit (0); 


} 
if(!(g.weight = (double *)malloc(sizeof (double)*g.num))) 


// 分 配 内 存 保 存 物品 的 重量 
printf ("内 存 分 配 失败 \n") ; 
exit (0); 
1 
if(!(g.select = (char *)malloc (sizeof (char)*g.num))) 
// 分 配 内 存 保存 物品 的 重量 
{ 
printf(" 内 存 分 配 失败 \n") ; 
exit (0); 
上 
if(!(selectl = (char *)malloc(sizeof (char)*g.num))) 
// 分 配 内 存 保存 物品 的 重量 
{ 
printf ("内 存 分 配 失败 \n")。; 
exit (0); 


1 


totalvalue=0; 
for (i = 0; i < g.num; i++) // 输 入 各 物品 的 重量 和 价值 
{ 
printf ("输入 第 $d 号 物品 的 重量 和 价值 :" ,i + 1); 
scanf ("%1f%]1f", &g.weight [i],é&g.value[i]); 
totalvaluet+=g.value [i]; // 统 计 所 有 物品 的 价值 总 和 
} 


printf("\n 背包 最 大 能 装 的 重量 为 :$.2f\n\n",g.limitw); 
EGr (i = 0 Td < Gnuns LE) 
printf(" 第 $d 号 物品 重 :$.2f, 价值 :$.2f\n",， i + 1, g.weight[i], 
g-.value[i]); 


for (i = 0; i < g.num; i++) // 初 始 设 各 物品 都 没 装 入 背包 
select1 [i]=0; 


maxvalue=0; // 装 入 背包 物品 的 总 价值 
backpack (&g,0,0.0,totalvalue);  // 调 用 函数 将 第 1 个 物品 装 入 背包 


sumweight=0; 
printf("\n 可 将 以 下 物品 装 入 背包 , 使 背包 装 的 物品 价值 最 大 : \n") ; 
for (i = 0; i < g.num; ++i) 
if (g.select[i]) // 若 装 入 背包 
i 
Printf(" 第 sd 号 物品 , 重量:%.2f, 价值 :%$.2f\n", i + 1, g.weight[i], 
g-.value[i]); 
sumweight+=g .weight [i]; 
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} 
printf("\n 总 重量 为 : $.2f, 总 价值 为 :$.2f\n"， sumweight, maxvalue ); 


getch(); 
return 0; 


} 


以 上 程序 代码 比较 长 ， 不 过 在 关键 代码 处 都 有 详尽 的 注释 。 为 了 使 程序 具有 一 定 的 
通用 性 ， 在 主 函 数 main() 中 ， 采 用 动态 分 配 内 存 的 方式 ， 让 用 户 输入 物品 数量 、 各 物品 
的 重量 和 价值 、 背 包 的 最 大 重量 等 参数 。 

编译 执行 以 上 程序 ， 按 提示 输入 背包 最 大 重量 、 物 品 数量 及 各 物品 的 重量 和 价值 ， 
程序 就 可 找 出 使 背包 中 物品 价值 最 大 的 组 合 。 我 们 将 前 面 例子 中 的 数据 输入 ， 就 可 得 到 
图 11-5 所 示 的 计算 结果 。 


9 
名: 
时 
|: 
蝇 : 


11.3.3 ”用 穷 举 法 解决 背包 问题 


对 于 背包 问题 ， 也 可 用 穷 举 法 来 解决 。 将 可 装 入 背包 的 物品 通过 不 同 的 组 合 ， 试 算 
其 重量 是 否 超过 限制 重量 ， 若 该 组 合 未 超过 限制 重量 ， 则 累加 该 方案 中 各 物品 的 价值 ， 
得 到 一 个 总 价值 ， 再 用 该 总 价值 和 已 有 方案 的 最 高 价值 进行 比较 ， 若 该 方案 的 物品 价值 
更 大 ， 则 保存 该 方案 。 

通过 穷 举 将 所 有 可 能 的 组 合 都 测试 过 之 后 ， 得 到 的 就 是 最 优 的 方案 。 

接 下 来 就 需要 考虑 用 什么 方法 来 得 到 由 不 同 物品 组 成 方案 的 组 合 。 最 简单 的 是 : 对 
于 n 个 物品 使 用 n 层 循环 ， 这 样 就 可 以 得 到 各 种 不 同 的 组 合 。 但 是 ， 对 于 背包 问题 ， 其 
物品 的 数量 是 不 确定 的 。 

对 于 每 个 物品 , 在 生成 的 组 合 中 有 两 种 可 能 : 一 是 加 入 背包 , 一 是 排除 在 背包 之 外 。 
对 于 这 种 由 多 个 物品 组 成 , 每 个 物品 有 两 种 可 能 的 情况 , 可 以 使 用 二 进 制 数 来 进行 模拟 。 
对 于 nn 个 物品 ， 就 可 用 n 位 二 进 制 数 来 进行 模拟 ， 当 某 位 为 1 时 ， 表 示 对 应 物品 加 入 背 
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包 ， 为 0 时 ， 表 示 不 将 该 物品 加 入 背包 。 例 如 ， 对 于 前 面 例子 中 的 5 种 水 果 ， 就 可 用 5 
个 二 进 制 位 来 表示 某 一 种 装 入 方案 。 图 11-6 表示 一 种 方案 ,其 中 第 1、4、5 位 为 1， 表 
示 将 第 1、4、5 种 水 果 装 入 背包 ， 而 将 第 2、3 种 水 果 不 装 入 背包 。 


图 11-6 


有 了 这 种 方案 之 后 ， 接 下 来 是 二 进 制 的 表示 问题 。 为 了 简化 程序 ， 可 使 用 字符 数组 
来 保存 二 进 制 数 据 ， 一 个 数组 元 素 只 保存 一 位 二 进 制 数 ， 也 就 是 说 ， 一 个 字符 数组 元 素 
只 保存 0 或 1 这 两 个 数值 之 一 ， 这 样 就 可 方便 地 运算 。 

使 用 二 进 制 来 穷 举 所 有 组 合 ， 首 先 将 表示 二 进 制 数 的 数组 全 部 清 0， 然 后 向 该 数组 
的 低位 元 素 逐 步 进行 加 1 操作 ， 当 每 一 个 数组 元 素 都 为 1 时 ， 就 表示 穷 举 了 所 有 可 能 。 

根据 以 上 分 析 ， 编 写 用 穷 举 法 进行 背包 问题 求解 的 程序 ， 具 体 实现 代码 如 下 : 


#include <stdio.h> 


typedef struct goods 
{ 


double *value; // 各 物品 的 价值 (数组 》 

double *weight; // 各 物品 的 重量 数组》 

int num; // 物 品 数量 

int limitw; // 背 包 限 制 重量 
}GOODS 


void backpack (GOODS *g,char select[]) 


// 参 数 说明: 
//g 指向 保存 物品 信息 的 结构 
//select 用 来 返回 物品 的 装 入 状态 
Ll 
int i,flag; 
char *selectl1; // 保 存 物品 装 入 状态 
double maxvalue = 0; 
double tw; // 装 入 背包 物品 总 重量 
double tv; // 装 入 背包 物品 总 价值 
if(!(selectl = (char *)malloc(sizeof (char) * g->num))) 
{ 
printf ("内 存 分 配 失败 \n") ; 
exit (0); 
} 
EOr (i TO i Sn TT) // 将 数组 清空 ， 表 示 全 部 未 装 入 背包 


select1[i] = 0; 
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g-.value[i]); 
sumweight+=g .weight [i]; 
maxvaluet+=g.value[il]; 
} 
printf("\n 总 重量 为 : %.2f, 总 价值 为 :$.2f\n"， sumweight, maxvalue ); 


getch(); 
return 0; 


} 

编译 执行 以 上 程序 ， 可 看 到 与 用 递归 法 求解 背包 问题 的 程序 界面 完全 相同 ， 输 入 相 
同 的 参数 包括 背包 最 大 重量 、 物 品 数量 及 各 物品 的 重量 和 价值 等 )》 后 ， 程 序 就 可 找 出 
使 背包 中 物品 价值 最 大 的 组 合 。 如 果 输 入 图 11-5 所 示 参 数 ， 得 到 的 结果 也 与 图 11-5 
相同 。 


:300. 


